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Introduction ge´ne´rale
Les e´lastome`res, appele´s commune´ment caoutchoucs, sont des mate´riaux largement utilise´s dans
l’industrie automobile tant pour leur comportement antivibratoire (supports moteur, silent-
blocs) que pour leur souplesse et leur adhe´rence (pneumatiques). La conception de pie`ces util-
isant des e´lastome`res se faisait encore il y a quelques anne´es suivant des crite`res de raideur
me´canique que l’inge´nieur pouvait estimer par des mode`les de comportement me´canique rela-
tivement simple inte´gre´s a` un logiciel e´le´ments finis standard. Dans le cas de l’automobile, la
tenue dans le temps de ces pie`ces e´tait valide´e en laboratoire par des essais cycliques sur des
prototypes. Ces essais e´taient souvent longs et ne pouvaient se faire qu’apre`s une phase de
fabrication d’un prototype souvent couˆteux. La re´duction des de´lais et des couˆts de conception
des ve´hicules impose´e par les grands constructeurs a` leurs sous-traitants a engendre´ un change-
ment dans les me´thodes de conception des sous-ensembles, entraˆınant une diminution des temps
d’essais et une re´duction du prix de revient des pie`ces, associe´es a` des cahiers des charges de
plus en plus se´ve`res. Dans un tel contexte e´conomique, il s’ave`re ne´cessaire d’ame´liorer les outils
de pre´diction et d’aide a` la de´cision employe´s par les concepteurs de telles pie`ces, et en partic-
ulier dans le domaine des mate´riaux e´lastome`res dont le comportement complexe reste encore
tre`s mal connu. Le but de ce me´moire est de pre´senter les travaux entrepris au Laboratoire de
Me´canique et Mate´riaux de l’Ecole Centrale de Nantes afin d’ame´liorer la simulation du com-
portement me´canique des e´lastome`res. Cette pre´sentation est de´compose´e en quatre chapitres
relativement inde´pendants et quatre annexe.
Le premier chapitre donnera un aperc¸u sommaire de l’histoire de ces mate´riaux, suivi d’une
description de leurs particularite´s physiques. Nous nous inte´resserons dans la suite du me´moire
a` deux phe´nome`nes de nature me´canique : l’e´lasticite´ non-line´aire et l’effet Mullins. Une e´tude
sur les diffe´rents mode`les hypere´lastiques de la bibliographie pre´sente´e en annexe nous a per-
mis d’observer une similitude entre diffe´rents mode`les. Cette similitude sera e´tudie´e plus par-
ticulie`rement sur deux mode`les, l’un phe´nome´nologique (le mode`le de Hart-Smith [HS 66]),
l’autre fonde´ sur la physique statistique (mode`le de chaˆınes d’Arruda et Boyce [ARR 93]), afin
de montrer les relations possibles permettant de passer de l’un a` l’autre. Ceci constituera la
premie`re partie du chapitre III. Nous nous inte´resserons alors au phe´nome`ne me´canique par-
ticulier que constitue l’adoucissement cyclique (stress-softening en anglais) connu sous le nom
d’effet Mullins [MUL 48]. Ce phe´nome`ne a e´te´ peu e´tudie´ jusqu’a` pre´sent, et peu de mode`les ca-
pables de reproduire ce phe´nome`ne existent. Ainsi, la seconde partie du chapitre III pre´sentera
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la construction d’un mode`le original reproduisant ce phe´nome`ne et s’appuyant sur des con-
side´rations physiques d’alte´ration de re´seau de chaˆınes mole´culaires.
Nous aborderons dans le chapitre II les de´veloppements informatiques particuliers que nous
avons mis en place pour identifier les parame`tres des lois de comportement. Ce chapitre rap-
pellera rapidement les me´thodes usuelles employe´es pour re´soudre ce type de proble`me, puis
pre´sentera la me´thode des Algorithmes Ge´ne´tiques constituant une voie re´cente en matie`re
d’identification de parame`tres mate´riels. L’ensemble de ces algorithmes est inte´gre´ a` un outil
spe´cifique de´veloppe´ en Programmation Oriente´e Objet. Nous donnerons alors une description
de la me´thodologie employe´e pour e´laborer l’application informatique finale. Ensuite, cet outil
sera utilise´ pour e´tablir un classement des mode`les hypere´lastiques selon leur aptitude a` repro-
duire les essais de Treloar [TRE 44] et de Kawabata [KAW 81]. Une description de´taille´e de ces
mode`les et les re´sultats de l’identification de leurs coefficients mate´riels sont par ailleurs fournis
en annexe de ce me´moire.
Enfin, l’utilisation de certains mode`les de comportement sera illustre´e par la simulation de
structures en e´lastome`res au travers du cas particulier de souﬄage de membranes. Ce type de
proce´de´ utilise´ classiquement pour caracte´riser les e´lastome`res en extension e´quibiaxiale [TRE 44]
peut eˆtre e´tendu pour e´tudier leur comportement biaxial en ge´ne´ral, par l’interme´diaire d’une
me´thode d’identification inverse. Dans cette optique, un e´le´ment fini utilisant une interpolation
de type B-spline a e´te´ de´veloppe´ et sera pre´sente´ dans le chapitre IV. Puis les simulations de
souﬄage de membranes proprement dites seront expose´es. Leur originalite´ est d’utiliser des
lois de comportement fonde´es sur la statistique de re´seau de chaˆınes, encore peu utilise´es en
inge´nierie. De plus, ces simulations mettront en e´vidence des phe´nome`nes structurels lie´s au
comportement du mate´riau, indiquant qu’un tel proce´de´ est sensible a` la loi de comportement
et peut eˆtre envisage´ pour l’identification de mode`les.
Chapitre I
Les e´lastome`res et les polyme`res en ge´ne´ral
I.1 Introduction
Contrairement aux me´taux, les e´lastome`res, et en particulier le caoutchouc naturel, sont
apparus tardivement en Europe. Pour mieux en comprendre les raisons, nous commencerons ce
chapitre par un bref re´sume´ des e´tapes ayant marque´ l’histoire de ces mate´riaux. Cette premie`re
partie permettra ainsi de comprendre pourquoi ces mate´riaux sont encore assez peu connus et
n’ont e´te´ e´tudie´s que depuis moins d’un demi-sie`cle par les me´caniciens.
Les difficulte´s rencontre´es par les me´caniciens sont lie´es a` la complexite´ des phe´nome`nes
chimiques et physiques mis en jeu. Un aperc¸u de l’e´tat des connaissances actuelles sera donc
expose´ dans la seconde partie de ce chapitre. Nous pre´senterons alors des notions de chimie
relatives aux e´lastome`res et plus ge´ne´ralement aux polyme`res, dont les e´lastome`res font partie.
Ceci sera suivi d’une description des phe´nome`nes physiques observe´s par les me´caniciens.
I.2 Un peu d’histoire
I.2.1 L’aˆge des me´taux
Afin de faire un paralle`le avec l’histoire des e´lastome`res, rappelons brie`vement les pe´riodes
historiques ou` les me´taux sont apparus.
La me´tallurgie fut connue d’abord au Proche-Orient ou` elle apparaˆıt de`s le IVe`me mille´naire
avant notre e`re. En Europe occidentale, elle apparaˆıtra pre`s d’un mille´naire plus tard, et il lui
faudra 400 a` 500 ans pour se diffuser dans toute la France [LIC 85]. Elle concerne dans un
premier temps le cuivre et l’or qui sont re´serve´s aux ornements et objets de prestige dans une
e´poque appele´e Chalcolithique (litte´ralement : aˆge du cuivre). On continue toujours a` utiliser les
roches dures pour la fabrication d’une grande partie de l’outillage quotidien dans la continuite´
du Ne´olithique.
L’aˆge de bronze, qui s’e´tend du IIIe`me mille´naire a` 500 av. J.C., est l’une des grandes
e´poques de notre passe´ europe´en, une pe´riode de mutations et d’innovations correspondant a` la
diffusion des langues indo-europe´ennes. La me´tallurgie du bronze se re´pand dans toute l’Europe,
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en partie graˆce a` l’abondance du minerai de cuivre, notamment en Autriche, en Espagne, en
Grande-Bretagne et en Irlande), entraˆınant des progre`s techniques qui vont rendre les socie´te´s
entie`rement de´pendantes du me´tal. En 1000 ans, 50000 tonnes de cuivre brut sont extraites des
seules mines autrichiennes.
Vers 700 av. J.C., les civilisations de l’Age du Bronze vont s’effacer devant de nouvelles
ethnies maˆıtrisant la me´tallurgie du fer, connue depuis le IIe`me mille´naire avant notre e`re par les
Hittites d’Asie Mineure. L’Age du Fer est divise´ en deux pe´riodes : le Premier Age du Fer (de 750
a` 450 av. J.C.) et le second Age du Fer (de 475 av. J.C. a` la conqueˆte romaine). Le fer s’impose
petit a` petit graˆce a` sa plus grande re´sistance compare´e aux me´taux utilise´s pre´ce´demment.
La me´tallurgie du fer est cependant tre`s difficile car elle ne´cessite une tempe´rature de pre`s de
1500◦C, ce qui limitera son utilisation dans la fabrication des armes (e´pe´es et pointes de fle`che).
Puis, il s’imposera progressivement dans l’agriculture (socs, houes, pioches).
I.2.2 Les peuples du caoutchouc
Contrairement aux me´taux, la de´couverte et l’utilisation du caoutchouc commencent en
Ame´rique du sud et en Ame´rique centrale avec les civilisations pre´colombiennes.
L´histoire du Mexique commence avec les premiers habitants du nouveau monde qui passe`rent
par le de´troit de Bering, une trentaine de milliers d´anne´es avant notre e`re [REI 93]. Mais les
premie`res civilisations qui abandonnent le nomadisme pour se se´dentariser et commencer la cul-
ture du ma¨ıs n’apparaissent que vers l’an 3000 av. J.C. ; ce sont les Olme`ques dont le nom
signifie ≪ hommes du caoutchouc ≫ et les Zapote`ques qui posse`dent l´e´criture, l´astronomie et
les mathe´matiques.
A la pe´riode appele´e classique qui atteint son apoge´e entre 300 et 600 apre`s J.C., d´autres
civilisations apparaissent, comme les Mayas dans le sud du Mexique. Notons que ces data-
tions sont approximatives car les diffe´rentes me´thodes utilise´es (calendriers, carbone 14 et
stratographie) fournissent des informations parfois tre`s diffe´rentes [TOY 77]. C´est l´e´poque du
de´veloppement de l´astronomie, des mathe´matiques, de l´e´criture, de la sculpture, de l´architecture,
de la ce´ramique et des arts.
Pendant la pe´riode post-classique apparaissent les Tolte`ques et encore plus tard les Azte`ques
a` Mexico. Les Azte`ques conside`rent le caoutchouc comme un mate´riau mythique et sacre´ ; il est
alors omnipre´sent dans la religion. Ils reconnaissent en lui le ≪ sang du monde ≫ , le donnant
en sacrifice a` leur Dieu afin que celui-ci continue a` leur dispenser sa chaleur et sa lumie`re. Ils
l’utilisent pour pre´parer certains plats, gue´rir la toux ou pre´server les nouveau-ne´s du froid. Mais
le caoutchouc est surtout utilise´ pour la confection de balles, utilise´es dans un jeu semblable au
tennis actuel (figure I.1).
Lorsque les conquistadors entre`rent dans Mexico en 1519, ils de´couvrirent le Tlachtli. Ce jeu,
pratique´ alors par les Azte`ques mais puisant ses racines dans l’histoire et la religion maya, mettait
en sce`ne plusieurs athle`tes qui devaient faire rebondir une balle de caoutchouc sur des murs de
pierre (figure I.1). Les joueurs pariaient terres, esclaves et autres biens. le Tlachtli servait a`
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Figure I.1 : Azte`ques jouant au jeu de balle (www.ifoca.com/general/lecaout.htm)
pre´dire l’avenir et a` prendre des de´cisions importantes, ou encore a` re´gler des conflits politiques
et territoriaux. Le caoutchouc fascine les conquistadors qui l’utilisent pour imperme´abiliser
veˆtements et bottes, comme le faisait bien avant eux le peuple des Maˆınas qui l’appelait ≪ caa o-
chu ≫ ou ≪ cahuchu ≫ , ce qui signifie ≪ bois qui pleure ≫ car le latex provient de l’arbre he´ve´a
apre`s incision de son e´corce (www.infoscience.fr).
I.2.3 Le temps des expe´ditions
En 1735, le Roi de France Louis XV engage d’importantes sommes d’argent dans une
expe´dition scientifique dans les Andes sous la direction de Louis Godin (1704-1760) pour ve´rifier
la the´orie de Newton (Principia Mathematica), qui pre´tend que la terre est aplatie aux poˆles. En
France, la majorite´ des membres de l’Acade´mie Royale des Sciences rejette cette the´orie qui im-
plique que les plane`tes e´voluent dans le vide et sont soumises a` des forces ≪ gravitationnelles ≫
qui agissent a` distance. Ils pre´fe`rent penser que la Terre ressemble a` un citron, the`se confirme´e
depuis 1700 par les releve´s ge´ode´siques de Cassini.
Pour trancher la question, il convient de mesurer la longueur d’un degre´ de me´ridien a`
l’e´quateur [GRE 01]. Charles-Marie de La Condamine (1701-1774), savant illustre, et l’astronome
Pierre Bouguer font partie de l’expe´dition. Sur dix membres de l’expe´dition, six survivent aux
e´preuves et aux conditions e´pouvantables dans lesquelles ils doivent travailler. En fe´vrier 1743,
Bouguer quitte pre´cipitamment le continent ame´ricain. La Condamine pre´fe`re descendre le cours
de l’Amazone et profiter de son se´jour en Ame´rique du Sud pour en e´tablir la cartographie et
e´tudier deux plantes de ces re´gions, l’he´ve´a et le quinquina. La Condamine en profite pour se
faire fabriquer des objets en caoutchouc par les indiens (bouteilles, seringues,... ). En 1747, a`
son retour a` Cayenne, il re´dige un rapport de mission de´crivant l’arbre, la saigne´e, la fabrication
d’objets et envisage les possibilite´s futures du caoutchouc.
Le latex, re´colte´ au Bre´sil et envoye´ par bateau en Europe, s’ave`re peu stable et coagulant
a` l’air. Il ne peut tole´rer les temps de trajet de l’e´poque et arrive sous forme solide dans nos
contre´es. Sous cette forme de produit ≪ sec ≫ , le caoutchouc se re´ve`le peu exploitable. En
1768, on de´couvre que le caoutchouc sec peut se dissoudre dans l’e´ther et retrouver ainsi son
e´tat liquide.
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Figure I.2 : Premie`res utilisations du caoutchouc naturel (www.ifoca.com)
En 1791, le premier brevet relatif au caoutchouc est de´pose´. Il de´crit une me´thode qui
permet de rendre imperme´able les veˆtements de cuir, de coton et de laine (figure I.2). Suivra la
fabrication d’e´lastiques, de bretelles et de jarretie`res. Ces produits pre´sentent cependant deux
inconve´nients majeurs, ils durcissent par temps froid et collent en e´te´.
I.2.4 L’e`re industrielle
Entre 1818 et 1839, c’est la fie`vre du caoutchouc. De nombreuses entreprises se cre´ent,
notamment en 1830, Edouard Daubree, cousin de l’a¨ıeul d’Edouard Michelin, installe pour sa
femme un atelier de confection de balles pour enfants. C’est l’origine de la manufacture Michelin
(www.michelin.com).
En 1839, Goodyear re´volutionne le caoutchouc en mettant au point ce qui deviendra le
proce´de´ de vulcanisation (par allusion a` Vulcain). Il de´couvre que le soufre (provenant des
volcans) permet de fixer l’e´lasticite´ du mate´riau a` chaud, tout en supprimant son adhe´sivite´
et sa rigidification par le froid. En 1843, Hancock, qui travaille chez Goodyear, constate qu’en
immergeant une lamelle de caoutchouc dans du soufre a` 110◦C pendant 1h30, celui-ci conserve
sa souplesse. Si l’immersion dure plus longtemps, il obtient du caoutchouc durci. Avec la
de´couverte de la vulcanisation, la fabrication de pie`ces en caoutchouc s’accroˆıt brusquement
(bouchons, veˆtements, sacs e´tanches, mobilier en e´bonite, chaussures, ...)
En 1845, Thomson de´pose un brevet de´crivant la fabrication d’un pneumatique pour les
voitures hippomobiles ; mais ce pneu n’aura pas de succe`s. En 1861 a lieu la premie`re tentative de
plantation d’he´ve´a a` Java, colonie hollandaise. Devant l’expansion de l’industrie caoutchoutie`re
et la pe´nurie de matie`re, les anglais, et surtout Sir Henry Wickham, essaient, entre 1870 et 1876,
de cre´er des plantations d’he´ve´a dans leurs colonies d’Extreˆme-Orient (figure I.3). Pour cela, ils
feront transporter des graines et des pousses d’arbre du Bre´sil vers Ceylan, Singapour, Java, la
Malaisie ...
En Mars 1880, le premier he´ve´a d’Extreˆme-Orient fleurit. Le prix du kilo de caoutchouc a`
Paris est alors de 25 francs alors que le salaire horaire moyen est de 0,50 francs. Ce prix e´leve´
incite a` planter et a` saigner tout ce qui peut produire du latex. En 1884, les arbres plante´s en
Malaisie commencent a` produire du latex.
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Figure I.3 : Pre´le`vement de latex sur un He´ve´a (www.ifoca.com)
I.2.5 Le pneumatique
En 1888, John Boyd Dunlop, ve´te´rinaire e´cossais et bricoleur ge´nial, fabrique lui meˆme ses
gants en caoutchouc dont il se sert pour ope´rer. Voyant son fils peiner sur les routes irlandaises
avec son tricycle, il de´cide de reprendre l’ide´e de Thomson et de fixer, a` l’aide d’un ciment, un
boyau caoutchoute´ gonfle´ a` l’air sur les roues du ve´lo. En 1889, pour sa publicite´ Dunlop e´quipe
les ve´los des coureurs cyclistes de pneus de sa fabrication.
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Figure I.4 : Charles Terront sur son ve´lo e´quipe´ de pneumatique (www.ifoca.com)
En 1891, un cycliste vient de crever et se pre´sente aux e´tablissements Michelin, de´ja` re´pute´s
pour la fabrication de leurs pie`ces en caoutchouc. Edouard Michelin est alors fascine´ par ce
pneu et imagine ce que pourrait eˆtre le pneumatique s’il e´tait facilement re´parable. Un mois
apre`s, il de´pose un brevet de´crivant le principe d’un pneu de´montable. Charles Terront, dont le
ve´lo est e´quipe´ de pneumatiques Michelin (figure I.4), court la course Paris-Brest-Paris et gagne.
L’invention est alors ple´biscite´e et un an apre`s 10 000 cyclistes roulent sur des pneus Michelin.
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En 1895, l’automobile vient de naˆıtre. Un de ses inconve´nients est l’utilisation de bandages
pleins qui n’amortissent pas les chocs et endommage fortement la me´canique. Michelin de´cide
d’appliquer son concept de pneu de´montable a` l’automobile et construit sa propre machine,
≪ L’e´clair ≫ . Elle participe a` la course Paris-Bordeaux-Paris et termine dans les de´lais impartis.
C’est le de´but de la grande aventure du pneu automobile. Le de´veloppement va en eˆtre assure´
graˆce a` la fabrication en chaˆıne des voitures Ford.
I.2.6 Les nouveaux mate´riaux
Paralle`lement au de´veloppement de l’industrie du latex dans la seconde moitie´ du XIXe`me
sie`cle, la socie´te´ ame´ricaine Phe´lan & Collender offre une re´compense de 10000 dollars a` qui
trouvera un produit de remplacement de l’ivoire (devenu rare et cher) pour la fabrication des
boules de billard [sci 99].
En 1869, John Wesley Hyatt met au point une matie`re ressemblant a` de la corne a` partir de
cellulose et de camphre : le cellulo¨ıd. A la meˆme e´poque, Hilaire Bernigaud imagine une fibre
synthe´tique a` partir de cellulose, qui se re´ve´la tre`s inflammable. D’autres inventeurs mettent au
point la rayonne de viscose et d’ace´tate. Tous ces nouveaux mate´riaux sont issus de produits
naturels.
Fritz Hofmann rele`ve le de´fi de Phe´lan & Collender et synthe´tise le principal composant du
caoutchouc naturel. Le 12 septembre 1907, Bayer est la premie`re socie´te´ a` de´poser un brevet
relatif a` la fabrication d’un caoutchouc synthe´tique. Un an plus tard, le caoutchouc me´thyle
sera le premier caoutchouc synthe´tique fabrique´ a` l’e´chelle industrielle (www.bayer.fr).
Leo Hendrik Baekaland (figure I.5) est le premier a` travailler sur des produits de synthe`se
qu’il appelle plastiques. En 1907 il met au point ce qui sera baptise´ la Bake´lite, une re´sine dure et
le´ge`re qui peut eˆtre moule´e et teinte. Elle trouve imme´diatement des applications dans la fabri-
cation d’objets courants (boutons, appareils te´le´phoniques, manche de couteau, ...). Cependant,
la nature (polyme`re) et les proprie´te´s me´caniques de la bake´lite sont encore me´connues.
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Figure I.5 : Leo Hendrik Baekeland
En 1920, Le chimiste allemand Hermann Straudinger s’inte´resse a` ces nouveaux produits et
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montre que les polyme`res sont des mole´cules ge´antes, assemblages de chaˆınes de mole´cules plus
petites.
L’essor de la pe´trochimie entraˆıne les grands groupes industriels dans une course aux matie`res
plastiques. En 1927, la firme chimique allemande Farben recrute les meilleurs spe´cialistes du
domaine. Entre 1929 et 1932, ils produisent presqu’un polyme`re par jour ; certains sont reste´s,
comme les polyvinyles et les polyacryliques.
En 1928, c’est DuPont de Nemours qui se lance dans la recherche fondamentale.
En 1931, le plexiglas, premier verre synthe´tique, apparaˆıt. Puis le groupe ame´ricain Union
Carbide and Chemical e´labore le PVC (Polyvinyl chlorate en anglais) et des films transparents de
polystyre`ne. En Grande-Bretagne, Imperial Chemical Industries met au point le polye´thyle`ne.
En 1936, Carothers, travaillant pour DuPont de Nemours, met au point la premie`re fibre
synthe´tique, le nylon, dont la fabrication de´bute en 1939. La seconde guerre mondiale dirigera
son utilisation vers la fabrication des toiles de parachute.
Les e´normes besoins en matie`re occasionne´s par la guerre encouragent le de´veloppement des
polyme`res (isolant pour caˆbles, substituts du verre, tissus le´gers,... ). Le conflit avec le Japon
coupe la route des plantations d’he´ve´as situe´es en Asie du Sud-Est, et relance les recherches
dans la fabrication de caoutchoucs de synthe`se. DuPont de Nemours qui avait mis au point le
ne´opre`ne, cre´e le chloropre`ne qui reste cependant un produit cher.
En Europe, ce sont les Allemands qui comprennent l’importance strate´gique du caoutchouc.
En 1936, Farben expose au salon de Berlin le BUNA (Polybutadie`ne), de caracte´ristiques sem-
blables au caoutchouc naturel. Rattrapant leur retard, les Ame´ricains produisent en 1944 700000
tonnes d’un produit similaire.
I.2.7 L’apre`s-guerre
Apre`s la seconde guerre mondiale, la recherche sur ce type de mate´riau envahit la plane`te.
Le proce´de´ d’extrusion-souﬄage est brevete´ par Enoch Ferngren en 1935 ; il produira, en
1949, 23 millions de bouteilles en PEBD (Polye´thyle`ne Basse Densite´)(figure I.6).
file://D:\Gilles\These\Memoire & Notes\Histoire\PEBD.jpg
Figure I.6 : Exemples de produits en PEBD (FIDEL FILLAUD - 44120 Vertou - France)
22 Contribution a` l’e´tude des e´lastome`res et des membranes souﬄe´es
En 1954, Giulio Natta met au point en Italie le polypropyle`ne.
En 1956, on met au point le PEHD (Polye´thyle`ne Haute Densite´) plus rigide que le PEBD.
En 1963, 195 millions de bouteilles sont souﬄe´es par an.
A la fin des anne´es 60 apparaissent les polycarbonates (transparents et plus re´sistants a` cer-
tains produits chimiques), le te´flon (te´trafluoroe´thyle`ne), le polysulfone (re´sistant a` la chaleur).
Les plastiques renforce´s prennent e´galement de l’importance (mate´riaux composites de´ja` utilise´s
pendant la guerre pour les bateaux de de´barquement et les coques de protection des radars).
En 1969, les Japonais remplacent le verre des plastiques renforce´s par de la fibre de carbone.
En 1971, DuPont de Nemours cre´e le kevlar (fibre d’aramide).
Dans les anne´es 70, le PVC voit ses applications grandir. Le PET (Polyethylene Terephtalate
en anglais) est utilise´ pour l’emballage des bouteilles de boissons gazeuses.
En 1973, le choc pe´trolier met fin au reˆve du tout plastique des anne´es 60, mais n’empeˆche pas
l’augmentation de la cadence de production des bouteilles plastiques qui passe a` 3600 bouteilles
par heure en 1992.
Le marche´ actuel des polyme`res est partage´ pour un tiers pour le naturel et deux tiers pour
le synthe´tique, pour une consommation mondiale de nos jours de deux cent cinq millions de
tonnes. Pour le caoutchouc, la consommation mondiale est de 17,5 millions de tonnes en 2001
dont 40% de caoutchouc naturel et 60% de caoutchouc synthe´tique.
I.3 La physique des e´lastome`res
Les e´lastome`res sont des mate´riaux pre´sentant des caracte´ristiques multiples et complexes
lie´s a` leur nature chimique (re´seau de chaˆınes mole´culaires). Nous pre´senterons donc dans
la section I.3.1 les notions ge´ne´rales de chimie relatives a` l’ensemble de ces mate´riaux telles
qu’elles peuvent apparaˆıtre dans la litte´rature. Puis, dans un second temps (section I.3.2), nous
de´crirons les principaux phe´nome`nes physiques observe´s a` une e´chelle macroscopique lorsque les
e´lastome`res sont soumis a` des sollicitations me´caniques.
I.3.1 La chimie des e´lastome`res
I.3.1.1 La structure mole´culaire
Les polyme`res (dont les e´lastome`res font partie) sont obtenus par polyme´risation de mole´cules
a` base organique identiques (les monome`res). Cette re´action en chaˆıne consiste en l’ouverture
des doubles liaisons carbone-carbone (C=C) des monome`res, et la formation de nouvelles liaisons
simples (C-C) entre de nouvelles mole´cules proches, par enchaˆınements successifs de motifs mis
bout a` bout. Par exemple, les figures I.7, I.8 et I.9 illustrent respectivement les mole´cules de
polye´thyle`ne, de polyisopre`ne et de nylon.
La re´action aboutit a` la cre´ation de longues chaˆınes macroscopiques de longueurs diffe´rentes
encheveˆtre´es de manie`re ale´atoire. Ces chaˆınes forment ainsi une pelote (ou ≪ plat de spaghetti ≫ ).
Les statisticiens e´valuent alors que la distance entre les deux extre´mite´s d’une meˆme chaˆıne est
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Figure I.9 : Mole´cules du nylon
de l’ordre de 5 a` 10% de la longueur totale de la chaˆıne [G’S 97]. Cet encheveˆtrement physique
contribue en partie a` la cohe´sion de l’ensemble. Ne´anmoins, cette cohe´sion est renforce´e par
des liaisons inter-chaˆınes, comme des interactions entre dipoˆles de chaˆınes polarise´es, ou par des
ponts physiques entre chaˆınes lie´s a` la formation de pre´re´ticulation. Cette pre´re´ticulation est
rendue possible graˆce a` la formation d’un re´seau tridimensionnel ou` les chaˆınes mole´culaires ne
sont plus line´aires mais ramifie´es.
Une manie`re d’ame´liorer la cohe´sion du mate´riau consiste a` provoquer une re´ticulation. En
effet, le proce´de´ de polyme´risation est en ge´ne´ral accompagne´ du proce´de´ de vulcanisation mis au
point par Goodyear en 1839 (voir section I.2.4). Ce proce´de´ consiste a` ajouter au me´lange initial
des agents vulcanisants qui peuvent eˆtre du soufre, des peroxydes ou des oxydes me´talliques.
Ces agents permettent la formation de ponts physiques entre chaˆınes selon le principe illustre´
par la figure I.10.
I.3.1.2 La cristallinite´ et la transition vitreuse
Dans certains polyme`res, des e´difices tridimensionnels ordonne´s peuvent apparaˆıtre dans des
proportions variant de 0 a` 90% du volume du mate´riau. Ils sont alors constitue´s d’une phase
amorphe et d’une phase cristalline. Notons que le caoutchouc naturel pre´sente une structure
mole´culaire re´gulie`re (ste´re´ore´gularite´) qui favorise la cristallinite´ partielle. Dans les e´lastome`res
la phase cristalline est minoritaire et la tempe´rature de fusion Tf de la phase cristalline est proche
de la tempe´rature ambiante.
Certains e´lastome`res (comme le caoutchouc naturel) pre´sentent une aptitude a` cristalliser
sous contraintes (lorsqu’ils sont tre`s e´tire´s). Ce phe´nome`ne est ge´ne´ralement impute´ a` l’alignement
progressif des chaˆınes e´tire´es qui s’empilent tendant ainsi a` minimiser leur e´nergie de conforma-
tion. Le taux de cristallinite´ semble cependant eˆtre de l’ordre de 10% pour des de´formations de
l’ordre de 500% pour le caoutchouc naturel [MUR 02] alors qu’il peut atteindre 30% pour des
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Figure I.10 : Formation de ponts de reticulation disulfures
de´formations de l’ordre de 400% pour un PET a` 75◦C [LU 01].
Outre la tempe´rature de fusion de la phase cristalline Tf , les e´lastome`res sont caracte´rise´s
par une tempe´rature de transition vitreuse, note´e ge´ne´ralement Tg (glass transition temperature
en anglais). C’est la tempe´rature en dessous de laquelle l’agitation thermique est trop faible pour
compenser les forces d’interactions entre segments de chaˆınes qui confe`rent au mate´riau un com-
portement de solide ≪ rigide ≫ e´lasto-(visco)plastique [HAW 97]. Les e´lastome`res pre´sentent
toujours une valeur de Tg tre`s infe´rieure a` la tempe´rature ambiante [G’S 97] ce qui leur confe`re
un e´tat caoutchoutique a` la tempe´rature ambiante.
I.3.1.3 Les charges
Afin d’ame´liorer les caracte´ristiques me´caniques des e´lastome`res (raideur, contrainte a` rup-
ture, ...), des agents renforc¸ants sont ge´ne´ralement introduits. Il s’agit, dans la majorite´ des cas,
de particules de noirs de carbone.
Les me´canismes de renforcement ne sont pas clairement e´tablis. Cependant, certains au-
teurs [KIL 87, HAM 97, GOV 97] attribuent l’augmentation de la raideur a` un effet composite
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qu’il nomme ≪ Strain Amplification ≫ (amplification des de´formations). Cet effet me´canique
n’est possible que graˆce a` l’ancrage chimique des chaˆınes sur les particules de noir de carbone
(environ 30% de la matrice).
I.3.2 Les phe´nome`nes physiques
Les e´lastome`res se distinguent par cind grands phe´nome`nes me´caniques macroscopiques dont
les origines ne sont toujours pas clairement identife´es. Ces phe´nome`nes sont l’effet Mullins,
l’e´lasticite´ caoutchoutique, la viscoe´lasticite´, l’amplification des de´formations et l’effet Payne.
I.3.2.1 L’effet Mullins
Ce phe´nome`ne est le moins e´tudie´ et pourtant le premier auquel est confronte´ l’expe´rimentateur.
Il consiste en un adoucissement de la loi de comportement apre`s une premie`re sollicitation. Apre`s
cette premie`re sollicitation, le mate´riau peut eˆtre conside´re´ comme un mate´riau viscoe´lastique
non-line´aire pour des de´formations infe´rieures a` la de´formation maximale de la premie`re sol-
licitation. C’est pour cette raison que ce phe´nome`ne est peu e´tudie´ puisque les applications
principales des caoutchoucs sollicitent le mate´riau sous des chargements cycliques. Le mate´riau
est alors tre`s vite adapte´ (on emploie en ge´ne´ral le terme d’accommodation) a` l’effet Mullins,
en cinq ou six cycles, et seul le comportement stabilise´ est utile pour e´valuer la raideur ou les
modes de vibration des pie`ces me´caniques en e´lastome`re.
Cet adoucissement fut apparemment observe´ pour la premie`re fois par Bouasse et Carrie`re
[BOU 03] et a e´te´ longuement e´tudie´ par Mullins [MUL 48] [MUL 57a]. Il sugge´ra quelques
interpre´tations physiques de ce phe´nome`ne qui porte aujourd’hui son nom.
Ce phe´nome`ne est observable sur l’ensemble des e´lastome`res, mais il est plus prononce´ dans
les e´lastome`res charge´s que dans les caoutchoucs non-charge´s. Pour cette raison Bueche [BUE 60]
[BUE 61] explique l’effet Mullins par un me´canisme d’endommagement de liaisons entre chaˆınes
polyme´riques et charges. D’autres auteurs, comme Harwood et al. [HAR 67], Govindjee et Simo
[GOV 91], Miehe [MIE 95], Ogden [OGD 99] ou bien Johnson et Beatty [JOH 93] proposent des
mode`les fonde´s ou non sur des interpre´tations physiques.
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Figure I.11 : Effet Mullins
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Une bonne description du phe´nome`ne est donne´e dans [JOH 93] ainsi que dans [DRO 01]
et re´sume´e sur la figure I.11. Conside`rons un e´lastome`re soumis a` une histoire de de´formation
uniaxiale quasi-statique telle que celle illustre´e par le graphe de gauche de la figure I.11. Le
mate´riau vierge de toute de´formation est d’abord e´tire´ jusqu’a` une extension λI . Les contraintes
correspondantes suivent alors la courbe de´note´e I sur le graphe de droite de la figure I.11. La
de´charge a` partir de l’extension λI se fait en suivant la courbe I
′. Lorsqu’une deuxie`me charge
de 0 a` λII > λI est applique´e, les contraintes suivent a` nouveau le chemin I
′ jusqu’a` λ = λI
puis suivent le chemin II qui prolonge la courbe I suivant le chemin I-II-III qui est la courbe
de traction dite de premie`re charge. La deuxie`me de´charge, a` partir de l’extension λII suit le
parcours II ′, qui est diffe´rent de I ′ et situe´ en dessous. En poursuivant le processus, la charge
correspondant a` l’extension jusqu’a` λIII suit les courbes II
′- III. Et la de´charge suit le chemin
III ′. Les courbes I ′,II ′ et III ′ peuvent eˆtre conside´re´es comme des courbes d’e´lasticite´. En
effet, si le mate´riau n’est plus jamais soumis a` une extension supe´rieure a` λIII il se comportera
de manie`re e´lastique et restera sur la courbe III ′. C’est pourquoi ce type de mate´riau est dit
pseudo-e´lastique.
Mullins [MUL 57a] a de´montre´ que les caoutchoucs recouvraient partiellement ou totale-
ment leur comportement d’origine de fac¸on lente (plusieurs jours) a` tempe´rature ambiante.
Ne´anmoins, Bueche et Mullins [BUE 60, MUL 57a] observe`rent que le recouvrement e´tait grande-
ment acce´le´re´ par la tempe´rature et que 50% de la raideur e´tait recouvre´e apre`s une heure a`
100◦C. Mullins [MUL 48] et James et Green [JAM ] ont e´galement mis en e´vidence que le
degre´ d’adoucissement n’e´tait pas identique dans toutes les directions et qu’un comportement
me´canique anisotrope se de´veloppe lorsque le mate´riau est sollicite´. L’adoucissement dans la
direction perpendiculaire a` l’extension est infe´rieure a` la moitie´ de l’adoucissement dans la di-
rection d’e´tirement.
En re´alite´, le phe´nome`ne pre´sente´ ci-dessus est ide´alise´, et l’adoucissement n’est pas complet
pendant la premie`re charge. En fait, lors de chargements cycliques a` de´formation maximale con-
stante, un adoucissement continu dans le temps est observe´. Cependant 90% de l’adoucissement
apparaˆıt pendant le premier cycle, puis l’adoucissement se stabilise au bout de trois a` quatre
cycles.
I.3.2.2 L’e´lasticite´ non-line´aire
Un autre phe´nome`ne caracte´ristique des e´lastome`res est leur comportement quasi-statique
e´lastique non-line´aire. L’ensemble de la litte´rature applique la the´orie de l’hypere´lasticite´ pour
de´crire ce comportement.
L’hypere´lasticite´ se de´finit par un comportement e´lastique de´rivant d’une e´nergie potentielle
de de´formation W permettant d’e´crire la loi de comportement sous la forme :
S = −pC−1 + 2∂W
∂C
(I.1)
ou` S de´signe le second tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff, p la pression hydrostatique
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inconnue permettant de prendre en compte l’incompressibilite´, et C le tenseur de dilatation de
Cauchy-Green droit(la de´finition de ces grandeurs sera rappele´e dans l’annexe A. 2).
Dans le cas des e´lastome`res, cette fonction e´nergie de de´formation est ge´ne´ralement as-
simile´e a` une variation d’entropie du re´seau de chaˆınes [DOI 96, DIA 99, BOR 98]. En effet, les
deux principes fondamentaux de la thermodynamique permettent d’e´crire, pour un processus
re´versible :
∆E + ∆K = Wext + Q (I.2)
et :
T ∆S = Q (I.3)
ou` ∆E, ∆K, Wext, Q et T de´signent respectivement la variation d’e´nergie interne, la variation
d’e´nergie cine´tique, le travail des efforts exte´rieurs, la quantite´ de chaleur rec¸ue et la tempe´rature.
Le the´ore`me de l’e´nergie cine´tique aboutit, quant a` lui, a` la relation :
Wext + Wint = ∆K (I.4)
ou` Wint est le travail des efforts inte´rieurs ou e´nergie de de´formation. En reportant les e´quations
(I.3) et (I.4) dans l’e´quation (I.2) nous obtenons :
Wint + ∆E = T ∆S (I.5)
Du fait de l’incompressibilite´ des e´lastome`res (hypothe`se ge´ne´ralement admise pour des mate´riaux
non confine´s), la variation d’e´nergie interne ∆E, lie´e au travail de la pression par la variation
de volume, est ne´glige´e devant les autres termes. Nous obtenons alors :
W = Wint = T ∆S (I.6)
Ainsi, le comportement re´versible des e´lastome`res peut eˆtre de´crit comme de´rivant d’un poten-
tiel d’e´nergie de de´formation. Cette the´orie est confirme´e expe´rimentalement par les travaux de
Meyer et Ferri [MEY 35] de´crits dans [KAU 01]. Ces derniers observent que la force de traction
sur une e´prouvette de caoutchouc faiblement vulcanise´ est proportionnelle a` la tempe´rature (e´q. (I.7)) :
f(T ) = αT avec α = constante (I.7)
I.3.2.3 La viscoe´lasticite´
En chargement dynamique, meˆme lent, le comportement des e´lastome`res s’e´loigne du com-
portement hypere´lastique du fait de l’existence de processus irre´versibles. En effet, les e´lastome`res,
largement utilise´s dans le domaine anti-vibratoire, sont connus pour leur aptitude a` dissiper de
l’e´nergie. Ce processus se traduit par une augmentation de la tempe´rature sous chargement
adiabatique. Il est alors conside´re´ viscoe´lastique non-line´aire, ce qui se traduit par deux types
de phe´nome`ne mis en e´vidence par l’expe´rience.
Le premier, a` long terme, est le fluage sous de´formation constante [WIN 00, AMI 02], tel
que l’illustre la figure I.12. Le second, a` court terme, est un comportement hyste´re´tique sous
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Figure I.13 : Courbe d’hyste´re´sis d’un e´lastome`re
chargement cyclique [GAB 95, BER 98] comme le montre la figure I.13 .
Ces deux types de comportement viscoe´lastique se combinent en ge´ne´ral et un chargement
cyclique re´pe´te´ pre´sentera une re´ponse dont la boucle d’hyste´re´sis se de´calera vers le bas.
I.3.2.4 L’amplification des de´formations
Comme nous l’avons signale´ plus haut, la pre´sence de noirs de carbone peut provoquer des
amplifications de de´formations par effet composite.
λ
λrλf
Figure I.14 : Phe´nome`ne d’amplification de de´formation
La plupart de ces the´ories de´rivent des travaux d’Einstein [EIN 06] sur les particules en
suspension dans un liquide. Elles conside`rent que les de´formations macroscopiques peuvent eˆtre
de´compose´es en de´formation de la matrice et en de´formations des charges (voir figure I.14). Les
charges (noirs de carbone) e´tant infiniment rigides devant la matrice polyme´rique, l’extension
des charges λf (rapport de la longueur de´forme´e sur la longueur initiale) est conside´re´e e´gale
a` 1. La loi de comportement de la matrice e´tant suppose´e connue, trouver le comportement
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du mate´riau charge´ revient a` connaˆıtre les de´formations re´elles de la matrice (λr) en fonction
des de´formations macroscopiques λ du mate´riau charge´ et du taux volumique de charge ν. On
peut remarquer que λr est ne´cessairement supe´rieur a` λ puisque les charges sont conside´re´es
inde´formables. Il y a donc bien amplification des de´formations dans la matrice. Kilian et
al. proposent un mode`le suivant cette approche et permettant de reproduire avec une bonne
corre´lation la tendance du mate´riau a` se renforcer en fonction du taux de charges [KIL 87].
I.3.2.5 L’effet Payne
Le quatrie`me phe´nome`ne caracte´ristique des e´lastome`res, que nous donnons a` titre indicatif,
concerne la variation du module complexe en fonction de l’amplitude de de´formation et de la
proportion de charges dans la matrice. Il est de´signe´ sous le terme d’effet Payne [PAY 60].
Ce phe´nome`ne est surtout e´tudie´ dans le domaine vibratoire. Il sort du cadre d’e´tude que
nous nous sommes fixe´s et ne sera pas de´taille´ davantage.
I.3.3 La statistique des re´seaux de chaˆınes
Afin de comprendre les me´canismes physiques observe´s sur les e´lastome`res, et plus ge´ne´ralement
les polyme`res, des physiciens ont e´labore´ des the´ories fonde´es sur la constitution chimique de
ces mate´riaux. Ces the´ories reposent sur des me´thodes statistiques permettant de prendre en
compte la nature ale´atoire de l’encheveˆtrement des chaˆınes et sur la physique des chaˆınes e´tudie´es
isole´ment.
I.3.3.1 La chaˆıne ide´ale
Une chaˆıne isole´e ide´ale est constitue´e de N segments (monome`res) de longueur l et posse`de
un grand nombre de degre´s de liberte´ correspondant a` ses diffe´rentes conformations possibles
[KAU 01]. Une conformation se distingue d’une autre par une rotation autour d’une liaison
C-C (voir figure I.15). Pour e´tudier de manie`re statistique ce type de structure, on utilise la
the´orie des chemins ale´atoires [DOI 96]. On suppose pour cela que les segments suivent une
grille tridimensionnelle dont la cellule de base est de coˆte´ l selon un parcours ale´atoire. On
admet, de plus, que deux segments distincts peuvent e´ventuellement se situer sur la meˆme areˆte
de la grille.
On de´signe par −→r le vecteur reliant les deux extre´mite´s de la chaˆıne. On de´montre alors que
la longueur moyenne des chaˆınes est donne´e par la relation :
〈−→r 2〉 = Nl2 (I.8)
La longueur moyenne des chaˆınes est alors proportionnelle a`
√
N .
Notons, maintenant, P (−→r ,N) la probabilite´ de distribution, c’est-a`-dire la probabilite´ que la
deuxie`me extre´mite´ d’une chaˆıne constitue´e de N segments soit dirige´e suivant −→r , la the´orie des
chemins ale´atoires permet alors d’obtenir la fonction de probabilite´ de distribution gaussienne
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Figure I.15 : Structure mole´culaire du polye´thyle`ne
de −→r , a` savoir :
P (−→r , N) =
(
3
2piNl2
) 3
2
exp
(
3‖−→r ‖2
2Nl2
)
(I.9)
Cette fonction de distribution a donne´ naissance au mode`le de comportement ne´o-hooke´en dit
≪ mode`le gaussien ≫ que nous pre´senterons dans la partie A. 4.3. Elle est cependant fonde´e sur
une approche ide´alise´e des re´seaux de chaˆınes et n’est applicable que dans le cadre des faibles
de´formations (en dessous de 200% d’e´tirement).
I.3.3.2 Les effets du volume exclusif
Le mode`le pre´ce´dent peut eˆtre ame´liore´ en constatant que deux segments posse´dant une
liaison commune ne peuvent pas avoir des orientations inde´pendantes puisque ceci signifierait
qu’une chaˆıne peut se recouvrir elle-meˆme lorsque les segments prennent le chemin en sens
inverse, ce qui est physiquement impossible. De plus, la the´orie du re´seau de chaˆınes ide´ales
repose sur un mode`le ou` deux segments distincts peuvent se situer au meˆme lieu physique.
Lorsqu’on interdit au segment n+1 de direction −−→rn+1 de suivre la direction −−→rn du segment
n, et si l’on conside`re qu’une areˆte de la grille ne peut eˆtre occupe´e qu’une fois, la the´orie montre
que la longueur moyenne des chaˆınes est proportionnelle a` N3/5 au lieu de N1/2. On constate,
qu’une chaˆıne a` volume exclusif ≪ occupe ≫ plus de place qu’une chaˆıne ide´ale.
Cependant, cette nouvelle approche me`ne a` des re´sultats proches des pre´ce´dents, et le mode`le
gaussien est toujours conside´re´ valide pour de grandes valeurs de N .
I.3.3.3 La limite d’extensibilite´
Si nous retournons dans le cadre de la the´orie des chaˆınes ide´ales, nous constatons qu’une
chaˆıne de N segments e´tire´e comple`tement passe d’une dimension moyenne lN1/2 a` une dimen-
sion lN . Son extension maximale est donc de λ =
√
N .
Pour prendre en compte cette limite d’extensibilite´ dans la probabilite´ de distribution, Kuhn
et Gru¨n [KUH 42] ainsi que James et Guth [JAM 43] proposent de de´terminer la distribution
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de probabilite´ des angles entre les segments voisins d’une chaˆıne. Soit r la norme du vecteur −→r
reliant les extre´mite´s d’une chaˆıne de´forme´e, la distribution de cette norme est donne´e par :
ln (p(r)) = N
[
r
Nl
β + ln
(
β
sinhβ
)]
(I.10)
ou` β est de´fini par :
β = L−1
( r
Nl
)
(I.11)
et L est la fonction de Langevin :
L(x) = coth(x)− 1
x
(I.12)
Cette nouvelle forme donne´e a` p est dite ≪ non-gaussienne ≫ . Elle permet de construire des
mode`les de comportement, dits non-gaussiens, que nous aborderons dans la partie A. 4.3.
Notons que si la fonction de Langevin L(x) posse`de une forme mathe´matique explicite, il
n’est pas possible d’e´crire sa fonction inverse a` partir de fonctions classiques. D’un point de vue
nume´rique, cette fonction est ge´ne´ralement approche´e, soit par un de´veloppement de Taylor a`
l’ordre 5 (c’est le cas dans le code e´le´ments finis Abaqus), soit par une approximation. Ainsi,
Perrin utilise l’approximation de Pade´ sous la forme d’une fraction rationnelle [PER 00] :
L−1(x) ≈ x(3− x
2)
1− x2 (I.13)
Cette approximation est tre`s bonne, comme l’illustre la figure I.16 dans laquelle l’inverse de
la fonction de Langevin a e´te´ calcule´e par la me´thode de Newton. L’utilisation d’une telle
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Figure I.16 : Comparaison de la fonction de Pade´ et de la fonction inverse de la fonction de
Langevin. (a) :(—) fonction L−1,(−−) fonction de Pade´ - (b) : e´cart entre la
fonction L−1 et la fonction de Pade´
approximation permet d’e´viter la recherche ite´rative syste´matique de la valeur de L−1 couˆteuse
en temps de calcul.
32 Contribution a` l’e´tude des e´lastome`res et des membranes souﬄe´es
I.4 Conclusion
Ce premier chapitre a pre´sente´ apre`s un bref parcours historique, les notions ge´ne´rales de
chimie et de physique des polyme`res, et plus particulie`rement des e´lastome`res, qui seront utilise´es
dans la suite du document.
La complexite´ des liaisons et des me´canismes intervenant lors de la de´formation de ces
mate´riaux explique qu’il n’existe pas encore actuellement de mode`le unique permettant de
simuler une pie`ce en e´lastome`res. L’hypothe`se d’un comportement de type hypere´lastique
est ge´ne´ralement admise pour mode´liser le comportement e´lastique non-line´aire, et a permis
de donner naissance a` un nombre important de mode`les diffe´rents fonde´s sur des observa-
tions expe´rimentales ou sur la physique des chaˆınes de macromole´cules. En revanche, les
mode`les viscoe´lastiques sont rares et sont encore loin de reproduire suffisamment correctement
les expe´riences pour eˆtre utilise´s dans des codes de calcul. Ceci est encore plus vrai pour les
mode`les simulant l’effet Mullins.
Notons finalement que, pour un me´canicien, l’existence d’un mode`le ≪ universel ≫ n’est
pas un proble`me en soi tant que l’on n’e´tudie pas des pie`ces susceptibles de subir toutes les
de´formations possibles dans un domaine de de´formation tre`s e´tendu. Certaines industries se
satisfont amplement de l’estimation de la raideur de leurs pie`ces. En revanche, si on s’inte´resse a`
des pie`ces pre´sentant simultane´ment des zones peu de´forme´es et des zones fortement de´forme´es, il
est inte´ressant de disposer d’un mode`le plus complexe. Ainsi, l’e´tude de la propagation de fissures
dans les e´lastome`res ne´cessite l’utilisation d’un mode`le capable de repre´senter correctement l’e´tat
de fortes de´formations en fond de fissure meˆme si la pie`ce est globalement peu de´forme´e.
Chapitre II
Algorithmes d’identification
II.1 Introduction
Deux proble`mes majeurs auxquels est confronte´ l’inge´nieur me´canicien souhaitant effectuer
une simulation sont d’une part le choix de la loi de comportement et d’autre part l’obtention
des valeurs des parame`tres de la loi de comportement qu’il a choisie. Pour cela, il est ne´cessaire
d’identifier ces parame`tres par une me´thode directe ou inverse a` partir d’essais expe´rimentaux.
L’objectif de ce chapitre est de pre´senter les me´thodes que nous avons mises en œuvre pour iden-
tifier les diffe´rentes lois de comportement hypere´lastiques et pseudo-e´lastiques (effet Mullins).
II.1.1 Proble´matique
La proble´matique de l’identification consiste a` faire co¨ıncider une solution
−→̂
Y issue d’un
mode`le (analytique, semi-analytique ou nume´rique) et une mesure expe´rimentale
−→
Y . Il s’agira,
par exemple, de la re´ponse d’une e´prouvette a` un effort de traction (voir section A. 3.1.1). Les
mesures sont constitue´es de n points de mesure Yi correspondant a` n valeurs calcule´es Ŷi. Nous
de´finissons alors une norme φ pour quantifier l’e´cart entre ces deux ensemble de valeurs :
φ =
n∑
i=1
‖Yi − Ŷi‖2 de´f= ‖−→Y −
−→̂
Y ‖2 (II.1)
Ainsi, annuler φ revient a` faire co¨ıncider les mesures avec les valeurs the´oriques. Cependant, les
mesures expe´rimentales sont souvent entache´es d’une erreur de mesure, tandis que les valeurs
the´oriques sont sujettes a` des hypothe`ses simplificatrices quelquefois importantes. Pour identifier
les parame`tres du mate´riau, il suffit alors de minimiser φ.
II.1.2 Compromis
La fonction φ de´finie par l’e´quation (II.1) peut eˆtre modifie´e en multipliant les termes de la
sommation par des coefficients. Ces coefficients sont appele´s poids ou coefficients de ponde´ration
et permettent de de´finir l’importance relative des diffe´rents termes intervenant dans la de´finition
de l’e´cart φ.
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Dans le cas ou` le mode`le est capable de reproduire, aux erreurs expe´rimentales pre`s, le
ou les essais, il convient de s’assurer que la solution est unique, c’est-a`-dire qu’un seul jeu de
parame`tres est possible. Dans ce cas, les parame`tres sont clairement identifie´s et quel que soit
le poids accorde´ aux diffe´rents points de mesure la solution sera inchange´e. Si les solutions sont
multiples, il convient de lever l’inde´termination.
Dans la plupart des cas, un e´cart important persiste sur une partie des points de mesure.
On peut alors faire co¨ıncider Yi et Ŷi en certains points, mais pas en tout point simultane´ment.
Le proble`me d’optimisation est alors associe´ a` un compromis sur les e´carts respectifs. Selon
les poids attribue´s aux diffe´rents points de mesure l’identification peut fournir des solutions
diffe´rentes. De meˆme, des points de mesure peuvent eˆtre e´limine´s de l’identifications entraˆınant
des restrictions sur le domaine de validite´ des mode`les identifie´s. Ainsi, dans la section A. 4,
les mode`les ont pu eˆtre identifie´s au mieux avec un poids identique attribue´ aux diffe´rents types
d’essais ou en privile´giant un type d’essai en particulier.
II.1.3 Me´thodes retenues
Parmi toutes les me´thodes possibles de minimisation, et plus ge´ne´ralement d’optimisation,
seules quelques unes ont retenu notre attention. Nous pre´sentons dans un premier temps les algo-
rithmes d’optimisation classiques adapte´s aux fonctions mathe´matiques continues et de´rivables,
puis nous aborderons le cas des algorithmes ge´ne´tiques (AG) permettant de traiter une gamme
plus large de proble`mes (fonctions discre`tes, espaces de solution discrets ou discontinus,...).
Enfin, nous de´crirons une me´thodologie de programmation assimilable a` de la programmation
oriente´e objet (POO) et permettant l’implantation rapide de loi de comportement dans notre
application d’identification.
II.2 Les algorithmes mathe´matiques classiques
φ (Eq. II.1) est une fonction positive de´finie en tout point ou`
−→̂
Y est de´finie. Cette fonction
peut donc eˆtre minimise´e des me´thodes de minimisation de fonctions mathe´matiques (voir, par
exemple, l’ouvrage de Culioli [CUL 94]). Nous pre´sentons dans cette partie le principe ge´ne´ral
des plus classiques d’entre elles adapte´es a` la fonction φ.
Le principe ge´ne´ral de ces me´thodes d’optimisation consiste a` construire une suite de points
de l’espace des solutions convergeant vers un minimum de la fonction φ. Pour cela, ces me´thodes
partent d’un point −→u 0, vecteur de l’espace des parame`tres et tentent de trouver une direction
de descente
−→
d permettant d’obtenir un nouveau point ou` la valeur de φ est plus petite. La
direction d doit alors ve´rifier :
∃ α > 0 tel que
{
[−→u 0,−→u 0 + α−→d ] ⊂ Uad
∀γ 0 < γ < α φ(−→u + γ−→d ) ≤ φ(−→u ) (II.2)
ou` Uad est l’espace des parame`tres admissibles. On dit alors que
−→
d est admissible.
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Le point −→u 0 est minimum si et seulement si :
∀−→d admissible ∇φ(−→u 0)t−→d ≥ 0 (II.3)
ou` ∇ de´signe l’ope´rateur gradient et .t l’ope´rateur transpose´.
II.2.1 La me´thode du gradient
L’approximation line´aire de φ au voisinage de −→u 0 (de´veloppement de Taylor a` l’ordre 1)
permet de de´finir la nouvelle fonction L, approximation de φ a` l’ordre 1 :
L(−→u ) = φ(−→u 0) +∇φ(−→u 0)t.(−→u −−→u 0) (II.4)
Pour cette fonction L, il existe α > 0 tel que :
L(−→u (α)) = φ(−→u 0)− α∇φ(−→u 0)t.∇φ(−→u 0) < φ(−→u 0) (II.5)
La direction
−→
d = −∇φ(−→u 0) est donc une direction admissible. En fait, c’est la meilleure
direction de descente. Cette proprie´te´ permet de de´finir une varie´te´ de me´thodes regroupe´es
sous le terme de me´thode du gradient. On distingue entre autre :
• la me´thode du gradient a` pas optimal : on cherche l’optimum de la fonction a` un seul
parame`tre L(−→u (α));
• la me´thode du gradient a` pas fixe : α est fixe´ au cours des ite´rations. Cependant, il est
ge´ne´ralement difficile d’estimer la bonne valeur a` adopter pour le parame`tre α.
II.2.2 La me´thode de relaxation
Cette me´thode consiste a` substituer a` la fonction φ a` n variables une se´rie de proble`mes
J i(ν) a` une seule variable :
J i(ν) = φ(u11, u
2
2, ..., u
i−1
i−1, ν, u
0
i+1, ..., u
0
n) (II.6)
Partant du point initial
−→
u0 = (u01, u
0
2, ..., u
0
n), on minimise J
1(ν) pour trouver la premie`re com-
posante u11, puis de manie`re ite´rative, on minimise J
i(ν) pour trouver uii.
II.2.3 La me´thode de Newton
En approchant φ par un de´veloppement de Taylor a` l’ordre 2, nous pouvons de´finir φ0 par :
φ0(−→u ) = φ(−→u 0) +∇φ(−→u 0)t.(−→u −−→u 0) + 1
2
(−→u −−→u 0)tφ”(−→u 0).(−→u −−→u 0) (II.7)
ou` φ”(−→u 0) est la matrice des de´rive´es secondes ∂
2φ
∂ui∂uj
au point −→u 0, appele´e aussi Hessien ou
matrice Hessienne. La me´thode de Newton consiste alors a` annuler le gradient∇φ en conside´rant
son approximation ∇φ0 a` l’ordre 1 :
∇φ0(−→u ) = ∇φ(−→u 0) + φ”(−→u 0).(−→u −−→u 0) (II.8)
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La solution u1 de ∇φ0(u) = 0 est telle que :
φ”(−→u 0)−→u1 = φ”(−→u 0).−→u 0 −∇φ(−→u 0) (II.9)
Pour que la solution existe, φ”(−→u 0) doit eˆtre inversible.
Des variantes de cette me´thode existe : φ”(−→u 0) peut eˆtre remplace´e par une approximation
(me´thode de quasi-Newton). Nous renvoyons le lecteur vers l’ouvrage de Culioli [CUL 94] pour
plus de de´tails.
II.2.4 La me´thode du gradient conjugue´
Une alternative bien connue a` la me´thode de Newton est la me´thode des gradients conjugue´s.
On dit que deux directions
−→
d1 et
−→
d0 sont conjugue´es si
−→
d0
tφ”(−→u 0)−→d1 = 0. L’algorithmique de la
me´thode du gradient conjugue´ est constitue´e des e´tapes suivantes :
1. −→u 0 est point de de´part et on choisit la direction −→d0 = ∇φ(−→u 0). On pose A = φ”(−→u 0) et
on note ‖−→d ‖2
A
=
−→
d0
tA
−→
d0
2. on construit le point −→u1 = −→u 0 + α0−→d0 avec α0 = ‖
−→
d0‖2
‖−→d0‖2A
3. on construit la direction
−→
d1 combinaison de
−→
d0 et de ∇φ(−→u1) telle que −→d1 = ∇φ(−→u1) −−→
d0tA∇φ(−→u1)
‖−→d0‖2A
−→
d0
4. ...
5. connaissant −→ui et −→di , on actualise A = φ”(−→ui) et on optimise φ le long de la direction −→di .
On obtient −→u i+1 = −→u i −
−→
di
t∇φ(−→ui)
‖−→di‖2A
−→
di
6. on cherche la direction
−→
d i+1 conjugue´e de
−→
d i et
−→
d i−1−→
d i+1 = ∇φ(−→u i)−
−→
di
t
A∇φ(−→u i+1)
‖−→di‖2A
−→
di
7. on ite`re les e´tapes 5 et 6 jusqu’a` ve´rifier le crite`re d’arreˆt.
Des variantes existent e´galement pour cette me´thode (Flechter-Reeves, ou Polak et Ribie`re) [CUL 94].
II.2.5 La me´thode des moindres carre´s
Les me´thodes pre´ce´dentes ne prennent pas en compte la forme particulie`re de la fonction φ.
Partant de l’expression de φ donne´e par l’e´quation II.1, nous cherchons de´sormais a` line´ariser la
fonction
−→̂
Y .
Soient u le vecteur des parame`tres a` optimiser et −→u 0 un point de de´part du proble`me de
minimisation. Si
−→̂
Y (re´ponse du mode`le analytique) est continue et de´rivable au voisinage de
−→u 0, on peut e´crire le de´veloppement de Taylor a` l’ordre 1 suivant :
−→̂
Y (−→u 0 +−→δu) ⋍
−→̂
Y (−→u 0) +∇
−→̂
Y u
−→
δu =
−→
f0 + P
−→
δu (II.10)
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ou` ∇ de´finit l’ope´rateur gradient suivant la variable −→u et −→δu est une petite variation de −→u . La
fonction φ peut eˆtre alors approche´e par la nouvelle fonction φ̂ de´finie par :
φ̂ = Σni=1‖Yi − f i0 −∇f ijδj‖2 (II.11)
= ‖−→Y −−→f0 −P−→δu‖2 (II.12)
f
u1
u 2
f
f
u0
Figure II.1 : Visualisation de la fonction φ̂
de´finie par l’e´quation II.11 de´finit au point u0 tangent a` φ en u0
Une condition ne´cessaire pour que φ̂ soit minimum en −→u = −→u 0 +−→δu est :
∂φ̂
∂
−→
δu
= 0 (II.13)
ce qui se traduit par une e´quation matricielle de la forme :
A
−→
δu =
−→g (II.14)
ou` A = PtP et −→g = Pt(−→Y − −→f0). Soit −→δ la solution de l’e´quation (II.14), −→δ est solution de
l’approximation de φ par line´arisation de
−→̂
Y . On ite`re ainsi l’ope´ration au point −→u 1 = −→u 0 +−→δ .
Cette technique que nous appelons Me´thode des moindres carre´s diffe`re de la me´thode de
gradient en ce sens que ce n’est pas φ qui est line´arise´ mais
−→̂
Y . φ̂ est alors une forme quadra-
tique tangente a` φ en −→u 0 dont l’optimum est connu et suppose´ proche de l’optimum de φ
(figure II.1). Cette me´thode est relativement stable et permet d’atteindre le voisinage du point
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optimal en suivant les valle´es et en contournant les bosses (voir figure II.2). Elle pre´sente cepen-
dant l’inconve´nient de converger lentement vers la solution. Dans certains cas, le point courant
peut osciller inde´finiment dans le voisinage de la solution sans l’atteindre. Cette technique peut
bosses : valeurs
éleveés de f
point de départ u0
minimum
Figure II.2 : Exemple de contournement de bosses : partant du point u0 la me´thode des moindres
carre´s converge vers le minimum en contournant les zones de valeurs plus e´leve´es
de φ.
donc eˆtre employe´e pour ≪ de´grossir ≫ le proble`me d’optimisation, en pre´-traitement d’une
autre me´thode a` convergence plus rapide.
Notons e´galement qu’afin de re´duire le mauvais conditionnement de la matrice A et de ne
pas favoriser certaines directions (cas de valle´es tre`s e´troites, ou parame`tres d’ordre de grandeurs
tre`s diffe´rents), il est possible de transformer le syste`me (II.14) en changeant A en A∗, −→g en
−→g ∗ et −→δu en −→δu∗, avec :
A∗ = (a∗ij) =
(
aij√
aii
√
ajj
)
(II.15)
−→g ∗ = (g∗i ) =
(
gi√
aii
)
(II.16)
alors, la solution
−→
δu se de´duit de
−→
δu
∗ par la relation :
−→
δu =
δ∗u i√
aii
(II.17)
II.2.6 Me´thode de Levenberg-Marquardt
Sur la base de la me´thode pre´ce´dente, Marquardt [MAR 63] a propose´ une nouvelle me´thode,
qui porte aujourd’hui le nom de Levenberg-Marquardt, tre`s utilise´e dans les proble`mes d’identification
par moindres carre´s. Cette me´thode consiste a` ajouter au proble`me de minimisation de la fonc-
tion φ̂, donne´e par l’e´quation (II.12), la contrainte ‖−→δu‖ = R0 ou` R0 est un rayon d’hypersphe`re
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arbitraire. L’auteur introduit ainsi un multiplicateur de Lagrange λ. La nouvelle fonction a`
optimiser devient alors −→u (δ, λ) de´finie par :
−→u (δ, λ) = ‖−→Y −−→f0 −∇−→f −→δ ‖2 + λ(‖−→δ ‖2 −−→δ02) (II.18)
La solution
−→
δ ve´rifie alors :
(A + λI)
−→
δ = −→g (II.19)
Comme pour la me´thode pre´ce´dente,
−→
δ corrige le point obtenu au pas pre´ce´dent.
L’algorithme consiste alors a` ajuster λ a` chaque ite´ration de sorte que φ au point courant
de´croisse entre deux ite´rations successives. L’auteur propose de partir d’une valeur de λ arbi-
traire, puis, a` chaque ite´ration et suite a` une se´rie de tests sur φ, de multiplier ou de diviser une
ou plusieurs fois λ par un facteur ν > 1.
Cette me´thode pre´sente l’avantage d’eˆtre tre`s rapide. En revanche, sa rapidite´ de convergence
la rend moins stable que la me´thode des moindres carre´s et elle peut ne pas converger dans
certains cas. La figure II.3 permet de visualiser le chemin parcouru au cours des ite´rations pour
les deux dernie`res me´thodes.
u0
Figure II.3 : Comparaison de la me´thode des moindres carre´s (¥) avec la me´thode de Levenberg-
Marquartd (◦). Le point u0 est le point de de´part de l’algorithme (les fle`ches ◮
et ⊲ donne le sens de progression des ite´rations).
II.3 Les algorithmes ge´ne´tiques
Paralle`lement a` ces algorithmes classiques, les algorithmes ge´ne´tiques (AG) ont fait leur ap-
parition depuis quelques anne´es dans le domaines de l’identification [FUR 97, LIU 02, YOS 03,
MES 00]. Ces me´thodes sont issus des travaux de Holland [HOL 75] et ont e´te´ largement dif-
fuse´es, de`s les anne´es 80, graˆce aux travaux de Goldberg [GOL 94]. Plus tard, Michalewicz
retracera l’e´tat de l’art en la matie`re [MIC 96].
40 Contribution a` l’e´tude des e´lastome`res et des membranes souﬄe´es
II.3.1 Principes des AG
Ces algorithmes font partie des algorithmes e´volutionnaires (AE), c’est-a`-dire des strate´gies
de calculs e´volutifs qui doivent leur nom a` leur analogie avec la the´orie de l’Evolution de´veloppe´s
par Charles Darwin en biologie. Le principe est la survie et la reproduction des individus les
mieux adapte´s a` leur environnement qui ont pour conse´quence, d’une part la transmission des
caracte´ristiques ne´cessaires a` la survie, d’autre part la convergence e´volutive des espe`ces. Ce
principe ne serait pas complet si nous n’incluions pas le principe de mutation des espe`ces,
parfois be´ne´fique, parfois ne´faste, permettant des faire des sauts de performance en augmentant
la diversite´ ge´ne´tique.
Les algorithmes ge´ne´tiques sont des me´thodes de convergence ite´rative globale d’une popula-
tion et non pas d’un seul individu. Le processus de convergence n’est alors plus de´terministe mais
probabiliste, a` l’instar de l’Evolution Darwinienne ; c’est une me´thode stochastique. L’introduction
du hasard confe`re aux AG des proprie´te´s d’exploration de l’espace de recherche ne faisant plus
de´pendre strictement la solution d’un point de de´part. Elle offre ainsi une plus grande chance
d’obtenir un optimum global de la fonction objectif. Un autre avantage de cette me´thode est de
pouvoir optimiser une fonction objectif quelconque sans exigence de continuite´ ou de de´rivabilite´
de celle-ci, et elle est adapte´e aux fonctions a` variables discre`tes. Leur champ d’application est
donc bien plus vaste que les me´thodes classiques d’optimisation. Son inconve´nient est son temps
d’exe´cution souvent plus e´leve´ compare´, lorsque cela est possible, aux me´thodes mathe´matiques
classiques.
L’algorithme peut eˆtre de´crit par cinq e´tapes s’appliquant sur une population de P individus
initialement ge´ne´re´s ale´atoirement [GOL 94, SEB 98] :
1. e´valuation des individus d’une population
2. se´lection des individus
3. croisement des individus se´lectionne´s
4. mutation des individus
5. remplacement par une nouvelle population
II.3.2 Phe´notype et ge´notype
La transmission des caracte´ristiques des individus parents a` leurs enfants se fait par l’interme´diaire
de chromosomes, par analogie avec la reproduction sexue´e. Ainsi, les algorithmes ge´ne´tiques
ope`rent sur les ge`nes contenus dans ces chromosomes. Les chromosomes sont la repre´sentation
code´e de l’individu qui, rappelons le, n’est pas ne´cessairement un nombre. Nous pouvons ainsi
distinguer deux espaces distincts, mais lie´s :
• l’espace phe´notypique : c’est l’espace sur lequel s’effectue l’e´valuation des performances F
permettant la se´lection (ie: la ≪ re´alite´ ≫ );
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• l’espace ge´notypique : c’est l’espace de repre´sentation sur lequel s’effectuent les croisements
et les mutations (ie: la ≪ repre´sentation ≫ ).
La forme canonique du codage utilise´e dans les AG est le codage informatique binaire. Chaque
chromosome est une chaˆıne de 0 et de 1 de taille N choisi par l’utilisateur. Le codage binaire
d’un nombre re´el passe par un entier : il y a discre´tisation. De meˆme, l’intervalle de recherche est
discre´tise´ en 2N entiers compris entre 0 et 2N − 1. Le codage s’effectue ensuite en de´composant
l’entier en puissance de 2. Le chromosome s’e´crit alors en classant les bits par puissance de 2
de´croissante (arbitrairement). Le i-e`me ge`ne valant 0 si le caracte`re est 0 ou 2i−1 si le caracte`re
est 1 (Eq. II.20).
0 1 0 0 1 1 1 0 = 0× 27 + 1× 26 + 0× 25 + 0× 24
+1× 23 + 1× 22 + 1× 21 + 0× 20
= 78
(II.20)
La convergence des AG s’appuie sur la the´orie des sche´mas, sous-ensemble de {0, 1}N (exemple :
eq. II.21).
0 1 ∗ ∗ 1 0 ∗ 1 ⊂ {0, 1}8 avec ∗ def= 0 ou 1 (II.21)
Le codage binaire offre donc le nombre maximal de sche´mas par bit et a e´te´ conside´re´ pendant
longtemps comme le codage le plus performant pour les algorithmes ge´ne´tiques. Ce dogme est
aujourd’hui remis en cause [SCH 98].
Les AG ne sont cependant pas de´pendants du codage binaire [MIC 96] bien que l’analogie
avec les ge`nes d’ADN soit tentante. Ainsi, il existe d’autres codages possibles, tels que les codages
entier ou re´el. La construction du codage de´pend du proble`me a` traiter (variable continue ou
discre`te). Cependant, il doit re´pondre a` six principes [SEB 96, SCH 98] faisant appel a` la notion
de formae, forme, ou encore briques e´le´mentaires (sous-ensemble de l’espace des repre´sentations,
ge´ne´ralisation des sche´mas du codage binaire) :
• Principe 1 - redondance minimale : un phe´notype doit correspondre a` un ge´notype unique.
Au pire, si n ge´notypes repre´sentent un seul phe´notype, ces n ge´notypes doivent eˆtre
proches ;
• Principe 2 - corre´lation formes-performance : des formes petites (exemple : des sche´mas
de cardinal petit) doivent concerner des individus de performances proches ;
• Principe 3 - cloˆture de forme : l’intersection de deux formes compatibles, si elle est non
nulle, doit eˆtre une forme ;
• Principe 4 - fermeture du croisement ou respect : le croisement de deux individus d’une
meˆme forme H doit donner un individu de forme H ;
• Principe 5 - ergodicite´ du croisement ou assortiment constructif : si deux formes H1 et
H2 sont d’intersection non nulle, le croisement de deux individus appartenant a` chacune
des formes doit pouvoir donner un individu appartenant a` la forme H1
⋂H2 ;
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• Principe 6 - ergodicite´ de la mutation : tout point de l’espace des solutions doit pouvoir
eˆtre atteint par un nombre fini de mutation.
Le respect de ces principes permet de de´montrer le the´ore`me des formes de Holland [HOL 75]
assurant le convergence des AG.
II.3.3 Exploitation versus exploration
II.3.3.1 Diversite´ et convergence
Les AG fonctionnent sur un compromis entre l’exploitation des individus performants et
l’exploration de nouveaux types d’individus par la mutation, mais e´galement par la combinaison
des caracte´ristiques ge´ne´tiques des individus.
Le principe d’exploration consiste a` tester et a` conserver des nouvelles solutions non ne´cessairement
meilleures (≪ il faut accepter de perdre de temps en temps pour gagner en final ≫ ) alors que
l’exploitation utilise la performance des individus par l’interme´diaire de la pression se´lective. Si
cette dernie`re est trop forte, il y aura perte de la diversite´ ge´ne´tique et convergence pre´mature´e
vers le meilleur individu trouve´ au cours des ite´rations. Si cette pression se´lective est trop faible,
il y aura trop de diversite´ ge´ne´tique et convergence lente. Les processus d’exploitation sont
la se´lection, le croisement. Les processus d’exploration sont le croisement et la mutation. On
remarque ainsi que le croisement est l’ope´rateur principal des AG.
II.3.3.2 La se´lection
L’e´tape de se´lection se fait au sens probabiliste du terme. Les individus les plus performants
ont une probabilite´ plus grande d’eˆtre se´lectionne´s. La manie`re de se´lectionner ces individus
n’est cependant pas unique. Nous donnons, ci-dessous, une liste non exhaustive des types de
se´lections possibles :
se´lection par tirage uniforme
C’est le mode de tirage le plus simple puisqu’il ne fait pas intervenir la performance des
individus. C’est e´videmment celui qui conduit a` conserver la diversite´ ge´ne´tique de la population
initiale, et par conse´quent, ne favorise pas la convergence.
le tournoi :
Le tournoi est le tirage re´ellement se´lectif le plus simple. Parmi p individus se´lectionne´s par
un tirage uniforme, on choisit le plus performant.
la troncation
C’est e´galement un mode de se´lection simple. Parmi les µ meilleurs individus, on effectue un
tirage uniforme. Ce type de se´lection ne´cessite le classement des individus afin de de´terminer
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les µ meilleurs.
le tirage a` la roulette
L’analogie de cette me´thode avec la roulette tient dans la notion de cases dans lesquelles
peut tomber une bille. Ce mode de se´lection consiste a` favoriser les meilleurs individus en leur
attribuant des cases dont la largeur Lj est fonction de la performance de l’individu.
Lj =
F(Xj)∑P
k=1F(Xk)
(II.22)
ou` P est le nombre d’individus de la population et Xj de´signe l’individu j. On de´finit alors le
rang rj de l’individu :
rj =
j∑
k=1
Lk (II.23)
On effectue le tirage uniforme de p entre 0 et 1. Si rj < p < rj+1 alors on choisit l’individu Xj .
Ce type de se´lection requiert ge´ne´ralement une remise a` l’e´chelle de F de sorte que l’amplitude
de ses variations ne soit pas d’un ordre de grandeur supe´rieur a` sa valeur moyenne.
II.3.3.3 Le croisement
Le croisement en codage binaire
Le croisement en codage binaire consiste a` e´changer des ge`nes du i-e`me chromosome d’un
individu X avec les meˆmes ge`nes du i-e`me chromosome d’un individu Y . Ces e´changes de
ge`nes peuvent se faire, comme en biologie, en un ou plusieurs points de croisement. Les modes
les plus fre´quemment utilise´s sont les croisement a` un ou deux points (figure II.4(a)), ou le
croisement uniforme c’est-a`-dire via un masque (figure II.4(b)). La position du (ou des) point(s)
de croisement ou la description du masque est ale´atoire et change a` chaque croisement. Le
croisement par masque revient a` un croisement a` plusieurs points (dont le nombre est ale´atoire)
permettant d’e´viter de favoriser les bits forts. D’autres types de croisement sont possibles,
comme le croisement par renversement ou` l’ordre des bits e´change´s entre deux points de coupure
est inverse´.
Le croisement en codage re´el ou entier
Dans le cas ou` le code est re´el ou entier, le mode de croisement pre´ce´dent ne peut plus
s’appliquer. Le mode de croisement propose´ dans la litte´rature et respectant les principes e´voque´s
dans la section II.3.2 est le croisement barycentrique. Le point de croisement est remplace´ par
un ≪ poids ≫ de croisement. Ainsi, des enfants C et D issus du croisement de A avec B
s’obtiennent par l’e´quation suivante :{
C = α A + (1− α) B
D = (1− α) A + α B avec α ∈ [0, 1] (II.24)
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enfants
0 1 0 0 1 0 1 1
1 1 1 0 1 1 1 0
enfant A :
enfant B :
0 1 0 0 1 1 1 1
1 1 1 0 1 1 1 0
enfant A :
enfant B :
masque : 0 1 0 0 1 1 0 1
(a)
(b)
Figure II.4 : Deux modes de croisement pour un algorithme en codage binaire : (a) croisement
a` un point; (b) croisement uniforme
On choisit ensuite la partie entie`re des composantes de C et de D si le choix s’est porte´ sur
un codage entier. α est de´termine´ ale´atoirement entre 0 et 1, comme pour le lieu du point de
croisement dans le cas du codage binaire. Les enfants issus du croisement sont situe´s entre les
deux parents. Cependant, certains auteurs [MIC 96, SEB 98] pre´conisent un choix de α dans
l’intervalle [−0, 5; 1, 5] afin d’augmenter l’exploration des solutions possibles. Il convient alors
de veiller a` ne pas sortir des bornes du domaine de recherche. Si c’est le cas, le point peut eˆtre
corrige´ soit par projection sur les frontie`res, soit par rebond sur celles-ci [MES 00].
Le croisement restreint
Il est possible d’introduire dans l’algorithme la notion de croisement restreint, c’est a` dire
que l’ope´ration de croisement de l’individu X par l’individu Y n’est autorise´ que si la distance
d(X, Y ) entre X et Y est infe´rieure a` un seuil [SEB 98]. On cre´e ainsi la notion de sous-
population. Si deux sous-populations convergent vers la meˆme solution, elle peuvent alors finir
par fusionner. Dans le cas contraire, l’algorithme peut fournir plusieurs solutions simultane´ment.
Cette technique permet de mettre en e´vidence l’existence d’optima multiples. Sans croisement
restreint, le processus stochastique finit toujours par favoriser un des optima au de´triment des
autres.
Prenons l’exemple de la fonction F(X) = −f(x1, x2) propose´e par Liu [LIU 02] et de´finie
par :
f(x1, x2) = (x
2
1 + x2 − 11)2 + (x1 + x22 − 7)2 pour
{
−6 < x1 < 6
−6 < x2 < 6
(II.25)
La fonction posse`de quatre optima identiques (fig. II.5(a)). L’application du mode de croisement
restreint permet de converger simultane´ment vers les diffe´rents extrema (nuages de points plus
denses sur la figure II.5(b)).
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Figure II.5 : (a) Fonction f(x1, x2) ; (b) Populations ge´ne´re´es par l’AG
Ce mode de croisement n’est cependant pas une garantie pour trouver plusieurs extrema.
Plus le seuil est faible, moins le choix de candidats au croisement est important. Il y a alors
perte possible de diversite´ et perte des performances de l’AG. La convergence peut se faire sur
un point qui n’est pas un extremum. Il convient alors d’ajuster le seuil en fonction de la taille
du domaine et de la population.
II.3.3.4 La mutation
La mutation est le seul contrepoids a` la perte de diversite´ qui se produit dans le processus de
convergence e´volutive. Elle consiste a` cre´er des alte´rations sur les ge`nes de manie`re aveugle, dans
le but d’introduire de nouvelles formae dans la population. Cette mutation se fait au hasard
suivant un taux de probabilite´ de mutation pm fixe´ par l’utilisateur. Pour que cette mutation
soit effective, il faut que pm ve´rifie [SEB 98]:
pm >
1
N P
(II.26)
ou` N et P sont respectivement le nombre de ge`nes et le nombre d’individus de la population.
En codage binaire, cette mutation s’effectue en remplac¸ant le ge`ne mutant par sa valeur
comple´mentaire. Si le ge`ne vaut 0, il est remplace´ par un 1 ; s’il vaut 1 il est remplace´ par
un 0 [GOL 94].
0 1 0 0 1 1 1 0 0 1 0 0 0 1 1 0
gène mutant
= 78 = 70
Figure II.6 : Mutation d’un ge`ne en codage binaire
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En codage re´el ou entier, la mutation peut se faire en ajoutant une perturbation gaussienne
de variance σ et centre´e sur 0. Le taux pm et la variance σ peuvent eˆtre fixe´s au cours des
ite´rations (des ge´ne´rations) ou peuvent e´voluer en fonction des re´sultats. On parle alors de
mutation adaptative. En effet, si beaucoup d’enfants issus de mutation sont meilleurs que les
autres, on peut envisager d’augmenter le taux de mutation. On peut e´galement, dans le cas du
codage binaire, faire de´pendre ce taux de mutation de la position du bit afin de favoriser les
mutations sur les bits les plus faibles et faciliter ainsi la convergence.
II.3.3.5 Le remplacement
La manie`re de remplacer la population courante par une population nouvelle peut eˆtre de
plusieurs types. Le choix de la me´thode de´pendra de la nature du proble`me traite´. Il convient
cependant, a` nouveau, de veiller a` un bon compromis entre l’exploitation des performances
acquises par la population, et l’exploration et la conservation de la diversite´ ge´ne´tique.
Les types de remplacement classiques sont :
• les P parents sont remplace´s par P enfants ;
• le meilleur individu fait un enfant qui remplace le pire individu ;
• µ parents font beaucoup d’enfants et on garde les P meilleurs parmi les enfants ;
• µ parents font beaucoup d’enfants et on garde les P meilleurs parmi les enfants et les
parents (remariages possibles).
Au remplacement peut s’ajouter le principe d’e´litisme. Si le meilleur individu de la nouvelle
ge´ne´ration n’est pas plus performant que le meilleur individu de l’ancienne ge´ne´ration, alors
on remplace le pire individu de la nouvelle ge´ne´ration par le meilleur individu de l’ancienne
ge´ne´ration. Ce processus favorise la convergence en forc¸ant la conservation du meilleur individu
d’une ge´ne´ration a` l’autre.
II.3.4 Mise en œuvre d’un AG
Nous venons de voir les grands principes des AG. En pratique, sa mise en œuvre pose
quelques difficulte´s de par la nature stochastique de l’algorithme et offre des choix (codage,
mode de se´lection, ...) qui ne sont pas sans conse´quence sur la convergence.
II.3.4.1 La forme canonique et les variantes
On peut imaginer beaucoup de variantes possibles aux AG. Michalewicz [MIC 96] en donne
un aperc¸u (notion d’aˆge des chromosomes, reproduction ≪ on-the-fly ≫ , marquage des chromo-
somes se´lectionne´s, point de croisement adaptatif, ...). Il serait difficile d’en faire le tour. Nous
nous limiterons ici aux ope´rateurs classiques applique´s aux codages binaire et entier (ou re´el).
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Dans notre proble´matique d’identification, les individus X sont des points de l’espace de
recherche, c’est-a`-dire le vecteur u des parame`tres mate´riau, tandis que la fonction performance,
e´voque´e dans le cadre de la se´lection des individus, est l’oppose´e de la fonction F = −φ de
l’e´quation (II.1) (le signe − provient du fait que φ doit eˆtre minimise´ alors qu’un AG est construit
pour maximiser la fonction F).
II.3.4.2 La convergence
La convergence des AG repose sur leur nature stochastique ainsi que sur la the´orie des grands
nombres. La convergence d’un AG n’est donc pas garantie. Michalewicz remarque en effet qu’il
existe une limite a` l’hypothe´tique nombre illimite´ d’ite´rations, et une limite a` l’hypothe´tique
nombre illimite´ d’individus de la population. Or, ces derniers sont fixe´s par l’utilisateur qui
devra faire des mises au point en fonction du proble`me traite´. De meˆme, de par la nature
stochastique de l’algorithme, aucune conclusion ne doit eˆtre tire´e d’une seule exe´cution et il est
recommande´ de lancer plusieurs fois un AG pour tenter d’atteindre l’extremum global. Une
alternative est d’augmenter le nombre d’individus ; ceci est d’autant plus vrai qu’on utilise un
croisement restreint qui partage le nombre d’individus en sous-population.
La convergence est moins sensible au nombre de ge´ne´rations maximal fixe´, a` condition de ne
pas le conside´rer trop petit. Il est pre´fe´rable de fixer ce nombre a` une valeur haute et de de´finir
un crite`re d’arreˆt. Ce dernier permet d’arreˆter la proce´dure si les chances d’ame´lioration de la
solution sont minces. Il peut eˆtre de´fini sur le ge´notype (e´valuation de la diversite´ ge´ne´tique)
ou sur le phe´notype (e´valuation de l’ame´lioration de la performance).
II.3.4.3 Les nombres ale´atoires
Le bon fonctionnement d’un AG repose sur la qualite´ des routines informatiques de tirage de
nombres ale´atoires. Pour notre part, nous utilisons la routine rand gen du compilateur Compaq
Visual Fortran sur un micro-processeur Pentium 4. Pour garantir la qualite´ d’exploration de
l’AG, il convient de s’assurer que ces routines sont fiables d’un point de vue statistique, a` savoir :
• les tirages ale´atoires ne suivent pas une re´partition Gaussienne (re´partition uniforme) ;
• les nombres tire´s ale´atoirement ne pre´sentent pas de pe´riodicite´ ;
• deux exe´cutions successives ne produisent pas le meˆme jeu de nombres ale´atoires (inde´pendance
de la compilation).
Le premier point se ve´rifie en comptant le nombre de tirages identiques dans une se´rie de
nombres ale´atoires. En pratique, le nombre de tirages n’e´tant pas infini, on forme des classes de
nombres en partitionnant l’intervalle de tirage. La figure II.7 montre une partition de 50 classes
suite a` un tirage de 108 nombres compris entre 0 et 1. On constate que le tirage de nombres par
la routine utilise´e est proche du tirage uniforme, le nombre moyen de tirages par classe devant
eˆtre 2000000 = 108/50. Un autre test a` re´aliser est le test d’auto-corre´lation. Sur un signal
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Figure II.7 : Exemple de re´partition des tirages
ale´atoire x(t), la fonction d’auto-corre´lation s’e´crit :
C(τ) = lim
T→∞
1
T
∫ T
0
x(t)x(t− τ)dt (II.27)
Si on note m¯ la valeur moyenne du signal et σ¯ son e´cart type :
m¯ = lim
T→∞
1
T
∫ T
0
x(t)dt et σ¯2 = lim
T→∞
1
T
∫ T
0
(x(t)− m¯)2 dt (II.28)
Pour un processus ale´atoire, C(0) vaut σ¯2 + m¯2, et C(∞) vaut m¯2. La figure II.8 montre la
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Figure II.8 : Exemple d’auto-corre´lation des tirages
fonction C(τ) calcule´e pour un tirage de 105 nombres entre 0 et 1. Pour ce tirage nous obtenons
m¯ = 0.5005555 et σ¯ = 0.2893765 et nous ve´rifions bien C(T ) = 0.2506404 ≃ m¯2 = 0.2505558.
De plus, la courbe obtenue est plate, ce qui signifie qu’il n’existe aucune pe´riodicite´ sur les 105
tirages.
II.3.4.4 Le choix du codage
Nous avons vu pre´ce´demment que plusieurs codages e´taient possibles. Certains auteurs [MIC 96]
pre´conisent un codage des parame`tres le plus proche de l’espace de travail. Ainsi, il est pre´fe´rable
de travailler avec des entiers ou des re´els dans notre proble´matique d’identification des parame`tres
mate´riau.
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Figure II.9 : Deux ensembles populations ge´ne´re´es au cours des ge´ne´rations par l’AG pour la
fonction F(x1, x2) = −(x21 + x22)
La principale critique faite au codage binaire [SCH 98] est son manque de continuite´ (Falaises
de Hamming) qui empeˆche par exemple de passer de l’entier 7 (code´ par 0 1 1 1 ) a` l’entier 8
(code´ 1 0 0 0 ) par simple mutation sur 1 bit. Ainsi, le codage binaire ne ve´rifie pas le principe
de corre´lation e´nonce´ dans la partie II.3.2. Ce manque de continuite´ de la repre´sentation induit
e´galement un ope´rateur croisement peu performant. Ainsi, le croisement de 1 0 0 0 (valant
8) avec 0 1 1 1 (valant 7) permet de ge´ne´rer n’importe quel nombre entier entre 0 et 15 alors
que le croisement de 1 0 0 0 (valant 8) avec 0 0 0 0 (valant 0) ne peut fournir que les
nombres entiers 0 ou 8.
Les conse´quences sont la formation de franges dues a` la faible ergodicite´ de croisement qui
agit comme un filtre sur l’ensemble de la population ge´ne´re´e (figure II.9) et freine l’adaptation
par e´mergence de solutions interme´diaires. Une comparaison plus de´taille´e des codages binaire
et entier a e´te´ re´alise´e par Messager [MES 00] dans le cadre de sa the`se.
Bien que des tentatives d’ame´lioration du codage binaire existe (codage Gray, voir [MIC 96]),
nous nous bornerons a` la programmation d’un AG supportant le codage binaire canonique et le
codage entier.
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II.4 L’identification par une approche Oriente´e Objet
II.4.1 Motivation
Nous cherchons, a` pre´sent, a` de´velopper une application informatique permettant de re´soudre
notre proble`me d’identification de parame`tres mate´riau. La diversite´ des me´thodes d’optimisation
pre´sente´es dans ce chapitre, la multitude de lois de comportement expose´es dans la section A.
4 ainsi que les diffe´rents modes de de´formation possibles (section A. 3.1) nous ont oriente´s vers
un mode de programmation le plus ge´ne´ral possible offrant la possibilite´ de faire e´voluer les
types de donne´es et les types de traitement de ces donne´es de manie`re inde´pendante. Ce type
de proble´matique est re´solu de manie`re classique par une programmation Oriente´e Objet.
La programmation oriente´e objet est un paradigme et non un langage proprement dit [JAT 03].
Ses principes peuvent eˆtre de´veloppe´s au travers d’un langage conventionnel bien que certains
langages favorisent sa mise en œuvre. Ainsi, bien que notre application ait e´te´ de´veloppe´e en
Fortran90, nous n’aborderons pas les de´tails de programmation.
Les sections suivantes ont donc pour but de de´crire les notions de´veloppe´es dans notre ap-
plication informatique, en particulier les concepts d’objets et l’application de ces concepts dans
notre cas particulier.
II.4.2 Description de la Programmation Oriente´e Objet (POO)
II.4.2.1 Qu’est ce qu’un objet ?
La POO consiste a mode´liser informatiquement un ensemble d’e´le´ments physiques ou ab-
straits en un ensemble d’entite´s informatiques regroupant leurs caracte´ristiques. Contrairement
a` la programmation proce´durale, ces entite´s peuvent eˆtre de natures diffe´rentes. Ainsi, une
classe d’objet est de´finie autant par des donne´es (entiers, re´els, boole´ens, caracte`res) que par des
me´thodes associe´es a` l’objet. On appelle me´thodes l’ensemble des ope´rations s’appliquant aux
objets. Cependant, elles portent des noms diffe´rents en fonction de leur nature : on distingue
par exemple les constructeurs permettant de cre´er les objets (ou les initialiser), les constructeurs
de copie permettant de copier les objets, les destructeurs, les fonctions et les interfaces.
La classe
Une classe (d’objet) est le type d’un objet, inde´pendamment de son identite´. Un objet est
issu d’une classe. La classe est donc une sorte de moule, ou structure, qui est de´fini par :
• des attributs : il s’agit des donne´es repre´sentant l’e´tat de l’objet ;
• des me´thodes : il s’agit des ope´rations applicables aux objets.
L’objet
Un objet est de´fini par :
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• une identite´ : c’est l’e´tiquette permettant de de´finir l’objet inde´pendamment de son e´tat ;
• des attributs : il s’agit des variables stockant les informations sur l’e´tat de l’objet ;
• des me´thodes : c’est l’ensemble des fonctions, des routines caracte´risant la re´ponse de
l’e´le´ment vis a` vis de sollicitations exte´rieures ou d’une requeˆte.
La distinction entre l’objet et sa classe est de meˆme ordre qu’entre une variable et le type
de cette variable (entier, re´el, ...) en programmation proce´durale. L’objet est parfois appele´
instance d’une classe ou occurence d’une classe.
II.4.2.2 Les grands principes de la POO
La programmation oriente´e objet (POO) est une alternative a` la programmation proce´durale.
La de´marche algorithmique de la programmation proce´durale est remplace´e par une attitude
de ge´ne´ralisation (ou abstraction) et de se´paration des types de donne´es et des me´thodes de
traitement de ces donne´es. On programme alors en partant du ge´ne´ral vers le cas particulier,
pour tendre vers une programmation la plus ge´ne´rique possible. L’objectif d’une telle approche
est de favoriser la re´utilisation de programmes ou de fonctions, et ainsi permettre a` un code
d’e´voluer fre´quemment afin de perdurer. La re´utilisation des codes oriente´s objets est rendue
possible par les notions d’he´ritage, d’encapsulation et de polymorphisme.
L’he´ritage
L’he´ritage est le me´canisme de transmission des proprie´te´s d’une classe d’objets. Ce me´canisme
permet de de´finir une hie´rarchie de classes allant du plus ge´ne´ral au plus particulier. A chaque
niveau, la classe de´rive´e he´rite des proprie´te´s de la classe dont elle de´rive, ce qui e´vite d’avoir
a` rede´finir ces proprie´te´s (cette notion n’existe pas en Fortran90). Ainsi, il est possible de se
procurer des librairies de classes qui constituent une base sur laquelle on pourra de´finir des
classes de´rive´es spe´cialise´es. Une classe peut de´river de deux classes distinctes. On parle alors
d’he´ritage multiple.
L’encapsulation
L’encapsulation est le masquage des de´tails de programmation. Elle permet l’e´volution d’une
application par la stabilisation des e´changes des informations utiles lie´es a` un objet. Ces e´changes
se font par l’interme´diaire d’interfaces, qui de´finissent les acce`s aux informations particulie`res
d’un objet. Par exemple, une interface nomme´e taille, peut donner une information sur un objet
matrice sans que l’utilisateur n’ait besoin de connaˆıtre comment l’objet matrice est programme´.
Les interfaces sont les ope´rateurs (me´thodes) permettant de de´finir la partie visible d’un objet.
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Le polymorphisme
Le polymorphisme est la faculte´ d’une me´thode a` pouvoir s’appliquer a` des objets de classes
diffe´rentes. Le polymorphisme augmente donc la ≪ ge´ne´ricite´ ≫ d’un code. On ge´ne´ralise ainsi
la programmation car l’appel des fonctions est rendu inde´pendant des objets particuliers. Par
exemple, une fonction affiche peut se de´finir sur des objets de type nombre entier, nombre re´el,
vecteur, matrice, texte, ou tout autre objet ou cette fonction a un sens.
On distingue alors la surcharge, le polymorphisme statique et le polymorphisme dynamique :
• On parle de surcharge lorsque, dans une classe donne´e, deux me´thodes retournant le meˆme
type de sortie portent le meˆme identificateur mais s’applique a` des parame`tres de types
diffe´rents. La surcharge est mise en place lors de la compilation. Selon le type conside´re´,
le compilateur interpre´tera la me´thode selon le type d’objet ;
• La notion de polymorphisme statique est lie´e a` celle de template qui de´finit des fonctions
ge´ne´riques qui peuvent s’appliquer sur des objets de classes diffe´rentes. L’interpre´tation
de ces fonctions est faite lors de la compilation ;
• Le notion de polymorphisme dynamique est lie´e quant a` elle a` la notion d’he´ritage (elle n’est
donc pas possible en Fortran90). Elle est mise en place lors de l’exe´cution du code. Prenons
l’exemple de deux classes triangle et rectangle de´rivant d’une classe objet ge´ome´trique.
La me´thode dessine est de´finie dans la classe objet ge´ome´trique et peut eˆtre rede´finie, si
ne´cessaire, dans les classes de´rive´es en fonction des cas particuliers. Un appel de la fonction
dessine peut eˆtre fait sur un objet ge´ome´trique sans connaˆıtre son type particulier. C’est
lors de l’exe´cution que le code utilisera la fonction adapte´e a` l’objet. Ces me´thodes sont
de meˆme type et ont le meˆme type de parame`tres.
II.4.2.3 Les avantages et les inconve´nients de la POO
Les avantages
La POO, comme nous l’avons signale´, s’oppose a` la programmation proce´durale (ou fonc-
tionnelle) en ce sens ou` l’algorithmique n’est pas fige´ par la manie`re dont le code a e´te´ e´crit. En
particulier, les multiples variables de passage des routines ou le nom des variables d’un proble`me
peuvent eˆtre sources de difficulte´s lorsqu’un programme doit eˆtre modifie´. La POO offre donc
une bonne alternative puisqu’un objet peut eˆtre modifie´ sans que les variables d’appel d’une
routine ne soient change´es. Ainsi, la POO doit eˆtre aborde´e en termes d’utilisation des objets
plutoˆt qu’en termes d’algorithme fige´. Par exemple, dans notre proble´matique une fonction iden-
tifie applique´e a` un objet mode`le doit fournir un objet mode`le dont l’e´tat correspond au mode`le
identifie´, inde´pendamment de l’algorithme qui a permis d’identifier ce mode`le. La POO est donc
plutoˆt attache´e a` une se´mantique claire entre l’utilisateur et le programme qu’aux proce´dures
qui permettent de re´pondre a` une requeˆte.
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Pour un proble`me donne´, les deux types de programmation donneront bien entendu les
meˆmes re´sultats, et les meˆmes ope´rations seront exe´cute´es pour y aboutir. La POO offrira
cependant l’avantage de fournir un programme susceptible d’e´voluer plus facilement en offrant
des fonctions ge´ne´rales tendant vers le ge´ne´rique.
Les inconve´nients
Les inconve´nients de la POO sont lie´s a` ses avantages. En premier lieu, il convient de
noter que l’approche objet est moins intuitive que l’approche fonctionnelle. Il est plus na-
turel de de´composer un proble`me sous forme de hie´rarchie de fonctions qu’en terme d’objets et
d’interactions entre objets.
Un autre inconve´nient de la POO est possible de rendre une hie´rarchie de classe trop rigide,
rendant son e´volution difficile ou impossible. La POO ne´cessite donc une plus grande re´flexion
avant de commencer la programmation. Il convient de bien de´finir les objets et les classes d’objet
en orientant la re´flexion sur les interactions entre objets ou entre le programme et l’utilisateur.
II.4.3 Exemples de l’application
Les notions tre`s ge´ne´rales de la POO que nous venons d’aborder ont e´te´ applique´es a` notre
proble´matique d’identification. Les sections suivantes de´crivent les classes de´veloppe´es pour
deux aspects de cette the´matique : les Algorithmes Ge´ne´tiques et l’Identification proprement
dite.
II.4.3.1 Les AG
Bien que notre proble´matique soit l’identification de mode`le de loi de comportement, nous
regardons actuellement une partie de l’application finale, les Algorithmes Ge´ne´tiques (voir le
section II.3), que nous souhaitons traiter de manie`re inde´pendante et suffisamment ge´ne´rale
pour eˆtre utilise´e si ne´cessaire dans un autre contexte.
Les principes des AG
La finalite´ de l’optimisation par AG est d’offrir la possibilite´ de tester toute sorte de variantes
entrevues dans la section II.3. C’est le niveau d’abstraction et de ge´ne´ralisation qui doit eˆtre
conserve´ pour re´pondre aux objectifs de la POO. Ainsi, ce sont les grands principes des AG qui
doivent nous guider vers le de´veloppement de l’application OO.
Rappelons que le principe des AG est de faire se reproduire, au cours de plusieurs ge´ne´rations,
une ou des populations d’individus soumis a` une pression se´lective et a` des mutations. La pres-
sion se´lective est de´finie par une e´valuation de la performance des individus (phe´notype), tandis
que la mutation et le croisement s’ope`rent sur des chromosomes (ge´notype). A chaque ge´ne´ration
une se´rie de proce´dures est effectue´e sur une population pour la faire e´voluer (e´valuation,
se´lection, croisement, mutation, remplacement). Nous retrouvons donc ici une notion de la
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programmation proce´durale. Cependant, cette dernie`re n’est pas incompatible avec la program-
mation oriente´e objet puisque l’application finale est un algorithme (ge´ne´tique).
Nous pouvons donc de´finir, sans perte de ge´ne´ralite´, le paquetage ne´cessaire pour les AG,
c’est-a`-dire la relation de composition et les relations indirectes entre les notions des AG. Nous
voyons apparaˆıtre deux notions qui e´taient jusqu’a` pre´sent implicites, a` savoir, le ge´nome et
l’environnement. Le premier est lie´ au codage des chromosomes : c’est le lien entre les ge`nes
et le phe´notype, ce qui permet d’interpre´ter les chromosomes 1 ; le second est l’ensemble des
parame`tres exte´rieurs qui de´finissent le terrain sur lequel doit e´voluer la population et le crite`re
de performance des individus. Les notions du sche´ma II.10 servent de bases pour de´finir les
génome
environnement
 chromosome
 individu
composition
population
composition
Figure II.10 : Paquetage des Algorithmes Ge´ne´tiques
classes d’objets dont nous aurons besoin lors de la programmation.
L’analyse applicative
Il convient maintenant de pre´ciser le contenu des objets en de´finissant une se´mantique qui
servira a` son tour de base pour de´finir les me´thodes et les attributs des objets. Ainsi, l’analyse
applicative doit ici faire le compte des diffe´rents cas d’utilisation envisageables pour le program-
meur, les variantes des AG devant eˆtre conside´re´es comme des cas d’utilisation particuliers.
Ainsi, la se´mantique a` de´finir doit eˆtre e´tablie pour le programmeur, et non pas pour un util-
isateur souhaitant utiliser une me´thode d’optimisation en ≪ boite noire ≫ .
Commenc¸ons par de´finir le cas d’une utilisation standard des AG. Le diagramme II.11 permet
alors de de´finir la se´mantique de base de notre POO. En fait, ce cas d’utilisation est suffisamment
ge´ne´ral pour englober les diffe´rents cas que nous avons rencontre´s. Les variantes que nous avons
pu mettre en place n’impliquaient des changements que dans les relations d’utilisation entre
objets. Ainsi, seul l’objet environnement a e´te´ enrichi pour pouvoir de´finir des cas d’utilisation
supple´mentaires.
1le terme ≪ ge´nome ≫ n’est donc pas pris selon sa de´finition litte´rale.
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croiser
muter
Évaluer
les performances d’un individu ou
d’une population dans son
environnement
Sélectionner un ou plusieurs
individus en fonction de la pression
sélective
Croiser deux individus pour en
créer deux nouveaux
Remplacer
une population par une nouvelle
population issue d’un croisement
d’individus
évaluer
sélectionner
remplacer
Muter un ou des gènes de la
population
Figure II.11 : Cas d’utilisation standard
Les relations d’utilisation
Nous pouvons a` pre´sent de´finir plus en de´tails les relations entre objets dans le cadre de la
se´mantique e´tablie ci-dessus, et le cas e´che´ant pre´ciser cette se´mantique.
Le diagramme II.12 permet, entre autres, de de´finir la notion de de´codage et de la mettre
en relation avec le ge´nome. Il convient de remarquer que le ge´nome est ici conside´re´ comme
universel alors qu’en toute rigueur il est lie´ a` une population ; nous introduisons alors la notion
d’espe`ce. Pour simplifier notre approche, nous conside´rerons que nous n’avons affaire qu’a`
une seule espe`ce. Ce diagramme montre que l’environnement de´termine la performance d’un
individu. Par conse´quent, en POO, une fonction a` optimiser devra eˆtre introduite par ce biais.
Des diagrammes similaires peuvent eˆtre e´tablis pour de´finir les me´thodes de se´lection d’individus,
de croisement, de mutation et de remplacement. Le but de cette partie n’est pas d’e´tablir la liste
exhaustive de ces me´thodes, mais d’illustrer la me´thodologie employe´e pour mettre en œuvre la
programmation oriente´e objet et qui conduit a` la de´finition des classes de´die´es aux AG.
Les classes
Apre`s avoir de´fini les liens entre les types de donne´es et les me´thodes associe´es a` ces donne´es,
la de´finition des classes est aise´e. Ainsi, la programmation des AG en POO a finalement abouti
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Évaluer un individu
 génome
 individu
 chromosome
 environnement
Décoder
les chromosomes pour les
traduire en paramètres de la
fonction performance
Calculer la performance
des paramètres issus
d ’un décodage
 fonction performance
Figure II.12 : Diagramme de relation d’utilisation de l’e´valuation d’un individu
a` la cre´ation de sept classes (population, individu, chromosome, ge`ne, ge´nome, argument et
environnement). Ces classes sont imbrique´es par composition puisqu’une population contient
une liste d’individus, eux-meˆmes de´finis par une liste de chromosomes forme´s de ge`nes. Les
tableaux II.1, II.2, II.3 et II.4 illustrent respectivement la composition des classes population,
environnement, ge´nome et individu. Les trois cases de chaque tableau regroupent respectivement
le nom de la classe, les attributs et les me´thodes :
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population
type ge´nome ge´nome
entier nombre d’individus
type individu tableau d’individus
entier rang du meilleur individu
re´el meilleure performance
entier rang du pire individu
re´el pire performance
re´el somme des performances
re´el performance moyenne
re´el e´cart type sur les performances
entier nume´ro de ge´ne´ration de la population
cre´e()
e´value(population,environnement)
remplace(population1,population2)
type individu se´lectionne(individu,environnement)
type vide affiche()
type vide exporte(iu)
Tableau II.1: De´finition de la classe population
environnement
entier nombre maximum de ge´ne´rations
chaˆıne de caracte`res me´thode de se´lection
re´el probabilite´ de mutation
boole´en partage
re´el distance maxi de croisement
cre´e()
modifie nombre de ge´ne´rations()
...
Tableau II.2: De´finition de la classe environnement
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ge´nome
entier nombre de parame`tres
chaˆıne de caracte`res codage
entier nombre de ge`nes
re´el tableau des bornes infe´rieures
re´el tableau des bornes supe´rieures
cre´e()
modifie codage(chaˆıne de caracte`re)
modifie nombre de ge`nes(entier)
...
Tableau II.3: De´finition de la classe ge´nome
individu
re´el performances
type chromosome liste de chromosomes
cre´e()
e´value()
...
Tableau II.4: De´finition de la classe individu
Chap. II - Algorithmes d’identification 59
II.4.3.2 L’identification
Apre`s cette illustration rapide de la POO pour les Algorithmes Ge´ne´tiques, nous appliquons
les meˆmes me´thodes pour de´finir notre application d’identification de parame`tres de loi de com-
portement. Nous restreignons volontairement notre approche aux lois de comportement hy-
pere´lastiques en laissant a` cette application la possibilite´ d’e´voluer pour d’autres types de lois
(viscoe´lastiques, e´lastoplastiques, ...).
Les principes
Contrairement au cas pre´ce´dent, notre application finale est plutoˆt destine´e a` un expe´rimentateur,
par conse´quent la se´mantique associe´e devrait en toute rigueur ne pas faire intervenir d’aspect
informatique ou algorithmique. Cependant, nous nous donnons la possibilite´ de pouvoir choisir
plusieurs me´thodes d’optimisation, ou meˆme d’en utiliser plusieurs successivement.
La proble´matique ge´ne´rale est d’identifier par optimisation les parame`tres d’une loi de com-
portement a` partir d’un plan d’expe´riences. Ce plan d’expe´riences est constitue´ de plusieurs
expe´riences de natures distinctes que nous supposerons restreintes a` des courbes de re´ponses
(force-de´placement, contrainte-e´longation, ...). Pour l’utilisateur, les mode`les de loi de com-
portement seront pre´de´finis et distingue´s par leur nom usuel. Cependant, pour le programmeur,
ces lois seront des objets d’une meˆme classe, permettant ainsi l’implantation rapide d’un nou-
veau mode`le sans avoir a` rede´finir l’ensemble de l’application. Nous pouvons alors distinguer
trois types de paquetage. L’un concerne les notions expe´rimentales, le second les notions de
mode`le, enfin le troisie`me est rattache´ aux algorithmes choisis.
 courbes
composition
expérience
composition
 point
plan
composition
modèle algorithme
(a) (b) (c)
Figure II.13 : Paquetages d’identification. (a) : paquetage expe´rimental, (b) : paquetage mode`le
de comportement, (c) : paquetage d’algorithmes d’optimisation
Les notions du sche´ma II.13 servent de bases pour de´finir les classes d’objets dont nous
aurons besoin dans notre programmation.
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L’analyse applicative
Comme pour l’exemple pre´ce´dent, nous pre´cisons maintenant une se´mantique qui servira
pour de´finir les me´thodes et les attributs des objets.
Fichier 
de
points
identifier
construire un plan
lire une courbe
créer une expérience
simuler
tracer
créer un modèle
définir un algorithme
Fichier 
de
points
Simuler un plan
d’expériences suivant une loi de comportement
Lire une courbe
à partir d’un fichier ASCI dans un format défini
Créer une expérience
à partir une courbe  en précisant le type de sollicitation et
les dimensions de l’éprouvette
Définir un plan
d’expériences à partir de plusieurs expériences
Créer un modèle
en précisant son nom usuel
Identifier les paramètres d’une loi
 de comportement à partir d’un plan d’expériences
suivant un algorithme
Exporter un plan
d’expérience dans un format défini en vue de tracer les
courbes
Définir un algorithme
d’optimisation en précisant son nom usuel
Transformer une expérience
(type de diagramme, expérience équivalente, …)transforme une expérience
Figure II.14 : Cas d’utilisation standard
Le diagramme II.14 illustre un cas d’utilisation standard montrant l’originalite´ de notre
approche. On notera en particulier qu’une telle approche permet d’identifier un mode`le et de
reproduire une autre expe´rience simple par un mode`le dont les parame`tres sont connus. On
distingue ainsi les expe´riences servant a` l’identification de celles servant a` ve´rifier un mode`le
identifie´.
Les relations d’utilisation
La difficulte´ de l’application finale re´side dans la de´finition du mode`le de loi de comportement.
En effet, les diffe´rents modes de de´formation doivent pouvoir eˆtre pris en compte sans avoir
a` rede´finir leurs solutions analytiques a` chaque fois qu’une nouvelle loi de comportement est
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implante´e dans le logiciel. Cette difficulte´ est leve´e par la se´paration de la cine´matique de
l’essai de la re´ponse en contraintes de l’e´chantillon, sans tenir compte des cas particuliers. La
cine´matique des essais est donne´e respectivement par les e´quations (A.42), (A.46), (A.56), (A.59)
et (A.62) pour les cas de traction/compression uniaxiale, de traction e´quibiaxiale, de glissement
pur, de cisaillement simple et de traction biaxiale ge´ne´rale respectivement. Nous utilisons ensuite
la relation (A.40) pour l’ensemble des sollicitations, ce qui met en e´vidence que pour de´finir une
loi de comportement hypere´lastique la seule description de la fonction ∂W∂λi est ne´cessaire, meˆme si
les parame`tres de cette fonction (λ1, λ2, λ3 I1, I2, ...) de´pendent du mode`le. Nous contournons
le proble`me en e´crivant une forme ge´ne´rale de fonction ∂W∂λi de´pendant de tous les parame`tres,
a` l’instar des routines UMAT (≪ user material ≫ ) des codes de calcul e´le´ments finis (Abaqus,
Radioss, ...). Le diagramme II.15 illustre les relations d’utilisation des objets mis en oeuvre
pour re´pondre a` cette proble´matique. Nous remarquons par ce biais que l’objet simulation
peut-eˆtre du meˆme type que l’objet expe´rience. Nous pouvons tracer, e´galement le diagramme
de relation d’utilisation lie´ a` la me´thode d’identification. Nous retrouvons dans cette me´thode
l’utilisation de la me´thode de simulation. Par souci de clarte´, celle-ci est re´duite a` sa plus
simple expression. L’avantage de l’approche objet est mis en avant par ce diagramme. Ainsi,
 modèle
 expérience
 plan
 simulation
 algorithme
Simuler une expérience
  par un modèle
Identifie un modèle de loi de
comportement à partir d’un plan
d’expériences et suivant un
algorithme
Calcule une fonction 
écart entre une simulation et 
une expérience
Figure II.15 : Diagramme de relation d’utilisation de l’identification d’un mode`le
la notion de simulation apparaˆıt maintenant comme une notion plus ge´ne´rale que la pre´ce´dente
qui e´tait attache´e a` la notion de re´ponse analytique. Le diagramme II.15 permet d’envisager
une ge´ne´ralisation de la me´thode de simulation permettant de faire e´voluer l’application vers
l’identification inverse par une mode´lisation e´le´ments finis. Le diagramme II.15 ne diffe´rera alors
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que dans une ge´ne´ralisation de la fonction σi−σj en relation avec une ge´ne´ralisation de la notion
de cine´matique (description de la ge´ome´trie de l’e´prouvette et des conditions d’essais).
Les autres diagrammes ne´cessaires a` l’application d’identification ne seront pas de´taille´s pour
ne pas surcharger cette illustration de la POO. Nous comple´terons seulement cette dernie`re par
la de´finition de quelques classes programme´es pour notre proble`me.
Les classes
Les tableaux II.5, II.6, II.7 et II.8 illustrent respectivement la composition des classes courbe,
plan, expe´rience et mode`le issues des re´flexions porte´es par la construction des diagrammes de
relation d’utilisation. Nous remarquons, ici, que les dimensions de l’e´prouvette sont des donne´es
de l’objet expe´rience. En toute rigueur, il conviendrait de de´finir un objet de classe ge´ome´trie
permettant de ge´ne´raliser la notion de dimension. De plus, dans le cas de l’identification in-
verse, la cine´matique et la ge´ome´trie ne sont pas totalement dissocie´es. De meˆme, la notion
d’expe´rience sous-entend que les re´sultats sont des courbes de re´ponse et interdit actuellement
la notion de de´forme´e d’une pie`ce quelconque. Nous montrons ainsi qu’il existe une limite a` la
ge´ne´ralisation dans notre programmation actuelle et qu’une modification devra eˆtre apporte´e
dans une perspective d’identification par une approche e´le´ments finis.
courbe
chaˆıne de caracte`res nom de la courbe
entier nombre de points
type point tableau des points
chaˆıne de caracte`res de´nomination des e´chelles de la courbes
cre´e courbe(nom d’un fichier de points)
transforme courbe(type de transformation,courbe)
...
Tableau II.5: De´finition de la classe courbe
Exemple d’utilisation
Nous limitons donc notre application a` l’identification de mode`les de comportement suivant
des courbes expe´rimentales obtenues par des essais sur des e´prouvettes simples telles que celles
de´crites dans la partie A. 3.1. Cet outil a e´te´ utilise´ afin d’identifier les parame`tres mate´riau
des mode`les pre´sente´s dans la partie A. 4, ainsi que les parame`tres du mode`le d’effet Mullins
pre´sente´ dans le chapitre III.3.
La POO offre donc une liberte´ quant a` l’application de´finitive comparable a` l’utilisation
d’une boˆıte a` outils. Un exemple d’utilisation est pre´sente´e sur la figure II.16. Il concerne
l’identification du mode`le 8-chaˆınes d’Arruda et Boyce [ARR 93] sur une courbe contraintes/e´longation
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plan
entier nombre d’expe´riences
type expe´rience tableaux des expe´riences
re´el tableaux des poids respectifs des expe´riences
initialise plan()
ajoute expe´rience(expe´rience)
type vide export graphique()
...
Tableau II.6: De´finition de la classe plan
expe´rience
chaˆıne de caracte`res nom de l’expe´rience
entier nombre de courbes
type courbe tableaux de courbes
chaˆıne de caracte`res type d’expe´rience (traction uniaxiale, ...)
re´el section
re´el longueur
re´el hauteur
re´el limite de validite´ infe´rieure des abscisses
re´el limite de validite´ supe´rieure des abscisses
cre´e expe´rience(courbe,nom,...)
modifie expe´rience(expe´rience,parame`tre, valeur)
transforme expe´rience(transformation,expe´rience)
...
Tableau II.7: De´finition de la classe expe´rience
d’un essai de traction uniaxiale contenue dans le fichier texte. Ces lignes de programme sont
la traduction en Fortran90 des concepts exprime´s pre´ce´demment. Le Fortran90 n’e´tant pas un
langage oriente´ objet, certains principes de la POO on e´te´ interpre´te´s en fonction des possibilite´s
qu’offre ce langage. En particulier, les me´thodes ont e´te´ traduites par des routines alors que
certaines pourraient eˆtre des fonctions. De meˆme, si la notion de structure et celle de surcharge
existent en Fortran90, la notion de classe regroupant une structure associe´e a` des me´thodes ne
peut pas eˆtre traduite. Ainsi les me´thodes ont e´te´ traduites par des routines externes a` la classe
et l’objet courant est passe´ comme parame`tre de la routine. Ces contraintes de programmation
ne retirent rien a` la simplicite´ d’e´criture du programme principal.
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mode`le
chaˆıne de caracte`res nom du mode`le
entier nombre de parame`tres
re´el tableau des parame`tres
re´el tableau des valeurs maximales des parame`tres
re´el tableau des valeurs minimales des parame`tres
chaˆıne de caracte`res tableau des noms usuels des parame`tres
fonction re´elle fonction ∂W∂λi
cre´e mode`le(nom)
modifie parame`tre(mode`le,nom usuel, valeur)
identifie(mode`le,plan,algorithme)
...
Tableau II.8: De´finition de la classe mode`le
II.5 Application aux mode`les hypere´lastiques
II.5.1 Objectif
Nous utilisons maintenant notre application pour identifier les mode`les hypere´lastiques de
la litte´rature. Le but de cette e´tude est de qualifier l’aptitude de ces mode`les a` reproduire les
essais expe´rimentaux suivant diffe´rents modes de de´formation (voir la section A. 3.1 en annexe).
Cette e´tude permettra d’e´tablir un classement de ces mode`les en fonction de leur domaine de
validite´ et du nombre de coefficients intervenant dans leur formulation.
II.5.2 Me´thodologie
II.5.2.1 Essais de re´fe´rence
Pour comparer les mode`les hypere´lastiques nous choisissons de les identifier suivant deux
jeux de donne´es expe´rimentales issus de la litte´rature. Le premier provient des travaux de
Treloar [TRE 44] tre`s utilise´s dans la bibliographie [CAR 61, KLI 64, HS 66, HS 67, ALE 68,
OGD 72, ARR 93, BOY 00]. Ces travaux concernent l’e´tude de deux types d’e´lastome`res. Le
premier est un caoutchouc a` 8% de sulfure vulcanise´ pendant 3 heures. Le second concerne
un latex. Seuls les re´sultats du caoutchouc seront utilise´s. Celui-ci pre´sente l’avantage d’eˆtre
fortement e´lastique re´versible sans pre´senter de cristallisation sous contrainte jusqu’a` 400%
d’extension. Il est donc tre`s bien adapte´ pour eˆtre mode´lise´ par un mode`le hypere´lastique.
Treloar utilise une e´prouvette de longueur utile e´gale a` 10 mm, de largeur 3 mm et d’e´paisseur
0,8 mm. Cette e´prouvette est pre´-e´tire´e a` 400% avant d’effectuer les mesures afin d’e´liminer
l’effet Mullins. L’auteur a effectue´ sur ce mate´riau des essais d’extension simple (T), d’extension
e´quibiaxiale (EQB), de compression, de glissement pur (CP) et a e´galement combine´ un essai
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      program IDENTIFICATION_OO  
 
      use Experimentale 
 
c     declaration des variables 
 
      implicit none 
      type (type_plan) :: plan,plan_export 
      type (type_experience)      :: expe1,simu1 
      type (type_courbe) :: courbe1 
      type (type_modele) :: modele 
       
c     lecture du fichier et création du plan d'expérience 
 
      call cree_courbe('Treloar-uniax.txt',courbe1) 
      call creer_experience(expe1,'trac.Treloar',courbe1 
     .,'pk1-lambda','traction uniaxiale',0.,0.,0.,0.,30.) 
      call ajoute_exp_plan(expe1,plan,1.) 
 
c     identification du modèle 
 
      call cree_model(modele,'8chaines')  
      call identifie(plan,modele,'AG')  
 
c     simule le modèle identifié 
 
      call simule(expe1,simu1,modele) 
 
c     affichage du résultat et sorties graphiques 
 
      call affiche(modele)  
      call ajoute_exp_plan(expe1,plan_export,1.) 
      call ajoute_exp_plan(sumu1,plan_export,1.) 
      call export_graphique('Resultat.plt',plan_export) 
 
      end program IDENTIFICATION_OO 
 
 
Figure II.16 : Exemple de programme principal d’identification en Fortran90 oriente´ objet
de traction avec un essai de glissement pur (EB). Les courbes expe´rimentales obtenues sont re-
produites dans la section A. 3.2.1 en annexe de ce me´moire. Le deuxie`me jeu expe´rimental que
nous choisissons pour re´fe´rence est issu des travaux de Kawabata et al. [KAW 81]. Il concerne la
traction biaxiale d’un e´chantillon carre´ de mate´riau isopre`ne de dimensions 115 mm par 115 mm.
Les extensions sont mesure´es par l’interme´diaire de potentiome`tres qui de´tectent le de´placement
de rails pour des valeurs variant de 1, 04 a` 3, 7 (λ1) dans une direction et de 0, 52 a` 3, 1 dans
la direction perpendiculaire (λ2). Ces re´sultats concernent les e´tats de de´formations mode´re´s
pour un e´lastome`re, mais permettent de balayer des e´tats de de´formation allant de l’extension
uniaxiale a` l’extension e´quibiaxiale.
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II.5.2.2 Strate´gie d’identification
Les e´tapes d’identification
Les deux mate´riaux utilise´s respectivement par Treloar et Kawabata sont proches. Nous
cherchons alors a` savoir si un meˆme jeu de coefficients mate´riels peut reproduire les essais de ces
deux auteurs. Pour cela, nous mettons en place une me´thodologie compose´e de deux e´tapes :
1 Les parame`tres sont identifie´s sur les essais de Treloar :
1.a si les re´sultats sont satisfaisants, les parame`tres sont conserve´s ;
1.b si les re´sultats sont peu satisfaisants, nous limitons le domaine de validite´ utilise´ pour
l’identification suivant les crite`res suivants :
1.b.i si le mode`le n’est pas capable de prendre en compte le raidissement final, nous
diminuons les limites de l’intervalle d’identification ;
1.b.ii si des modes de de´formation ne sont pas bien reproduits, nous les e´liminons
progressivement de la proce´dure d’identification en augmentant les poids des
autres modes ;
Nous prenons, pour illustrer cette strate´gie, l’exemple de l’identification du mode`le de
Mooney. L’e´tape 1 fournit les parame`tres C1 = 0, 256MPa et C2 = −2.30 10−3MPa, ainsi
que les courbes de re´ponse de la figure II.17. Nous nous plac¸ons ainsi dans le cas 1.b.i :
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Figure II.17 : Identification du mode`le de Mooney sur les essais de Treloar : e´tape 1 ; (◦) essais
de Treloar,(—) mode`le de Mooney
le mode`le n’est pas capable de prendre en compte le raidissement final de la traction uni-
axiale ou de l’extension e´quibiaxiale, de plus, le parame`tre C2 est ne´gatif, ce qui n’est
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pas acceptable pour ce mode`le. Nous re´duisons donc le domaine de validite´ de l’extension
maximale en traction uniaxiale a` 5, puis nous relanc¸ons l’identification. Nous obtenons
alors C1 = 0, 164MPa et C2 = 4.86 10
−3MPa et les courbes de re´ponse II.18. Cette solu-
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Figure II.18 : Identification du mode`le de Mooney sur les essais de Treloar : e´tape 1.b.i ; (◦) es-
sais de Treloar,(—) mode`le de Mooney
tion est alors affine´e en re´duisant le domaine de validite´ en traction biaxiale a` λ < 2. Nous
obtenons ainsi C1 = 0, 162MPa, C2 = 5, 90 10
−3 MPa et les courbes de re´ponse II.19.
Ceci ache`ve l’e´tape 1.
2 Les parame`tres issus de l’identification sur les essais de Treloar sont utilise´s pour simuler
les essais de Kawabata :
2.a si les re´sultats sont satisfaisants, ils sont conserve´s ;
2.b si les re´sultats sont peu satisfaisants, le mode`le est identifie´ suivant les essais de
Kawabata pour fournir un deuxie`me jeu de parame`tres :
2.b.i si l’identification est peu satisfaisante, nous re´duisons le domaine de validite´
utilise´ pour l’identification ;
2.b.ii si l’identification est satisfaisante les parame`tres sont conserve´s .
Les valeurs des parame`tres obtenues a` la fin de l’e´tape 1 sont prises pour simuler les essais de
Kawabata et al.. Nous obtenons les courbes de re´ponses de la figure II.20. Ces re´ponses sont
peu satisfaisantes puisque les simulations s’e´cartent des re´ponses expe´rimentales dans le domaine
des faibles de´formations. Nous re´duisons alors, lors de l’e´tape 2.b.i, le domaines de validite´ du
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Figure II.19 : Identification du mode`le de Mooney sur les essais de Treloar : e´tape 1.b.i (fin) ;
(◦) essais de Treloar,(—) mode`le de Mooney
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Figure II.20 : simulation des essais de Kawabata et al. par le mode`le de Mooney : e´tape 2 ;
(◦) essais de Kawabata et al., (—) mode`le de Mooney
mode`le. Nous ite´rons pour aboutir a` un re´sultat acceptable lorsque λ1 max et λ2 max sont fixe´s
respectivement a` 2,2 et 2. Les re´sultats obtenus sont pre´sente´s sur la figure II.21.
La strate´gie de´crite si dessus permet ainsi d’identifier les mode`les en de´terminant leur do-
maine de validite´.
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Figure II.21 : simulation des essais de Kawabata et al. par le mode`le de Mooney : e´tape 2.b.i
(fin) ; (◦) essais de Kawabata et al., (—) mode`le de Mooney
Les algorithmes d’identification
A la strate´gie d’identification s’ajoute le choix des algorithmes utilise´s. Parmi les algo-
rithmes de´crits dans les sections II.2 et II.3, seuls quelques uns ont retenu notre attention. Les
mode`les sont identifie´s, dans un premiers temps, par la me´thode des algorithmes ge´ne´tiques. Les
parame`tres mate´riels ainsi obtenus sont alors utilise´s comme point de de´part pour l’algorithme
de Levenberg-Marquardt. Si ce dernier diverge, l’algorithme de Levenberg-Marquardt est rem-
place´ par la me´thode des moindres carre´s. Enfin, si cet algorithme ne donne pas satisfaction,
on lui substitue un algorithme de gradient a` pas variable. L’ordre de ces algorithmes permet
ainsi de profiter syste´matiquement des atouts des algorithmes ge´ne´tiques. La discre´tisation des
variables lors de l’utilisation des AG nous conduit cependant a` affiner les parame`tres par une
me´thode classique.
II.5.3 Comparaison des mode`les hypere´lastiques
II.5.3.1 L’identification
La bibliographie des mode`les e´tudie´s, ainsi que les re´sultats de l’identification sont de´taille´s
en annexe de ce me´moire (section A. 4) ou` sont re´unies les courbes de re´ponse aux diffe´rents types
d’essais de Treloar et de Kawabata ainsi que les valeurs des coefficients mate´riels correspondants.
II.5.3.2 Bilan
L’e´tude pre´sente´e dans l’annexe A. 4 nous permet de classer les mode`les de la litte´rature
suivant leur aptitude a` repre´senter le comportement hypere´lastique des e´lastome`res e´tudie´s par
Treloar [TRE 44] et Kawabata et al. [KAW 81]. Ces deux e´tudes e´tant inde´pendantes, nous
pouvons ge´ne´raliser nos propos et conside´rer que ce classement est valide pour les e´lastome`res
en ge´ne´ral.
Le classement des mode`les, pre´sente´ dans le tableau Tab II.9, est effectue´ en fonction de la
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largeur de leur domaine de validite´, de la possibilite´ de garder le meˆme jeu de parame`tres pour
les essais de Treloar et ceux de Kawabata, puis du nombre de parame`tres ne´cessaires.
Treloar Kawabata
Mode`le λmax λmax nc Phe´n. Phys.
T CP EQB EB λ1 λ2
mode`les utilisables pour les tre`s grandes de´formations
1 mode`le tube e´tendu - - - - 6= - - 4 ×
2 Ogden - - - - 6= - - 6 ×
3 Haines-Wilson - - - - 6= 3,4 3 6 ×
4 Biderman - - - - 6= 2,5 3 4 ×
5 Hart-Smith - - - - = 1,9 1,5 3 ×
6 8-chaˆınes - - sous sous 6= 1,9 1,9 2 ×
7 Gent - - - - 6= 1,6 1,6 2 ×
8 Yeoh et Fleming - - - - 6= 1,6 1,6 4 ×
9 van der Waals - - 2,5 sur = 2,2 2,2 4 ×
10 3-chaˆınes - - sous sous 6= 1,3 1,3 2 ×
mode`les utilisables pour les de´formations mode´re´es
11 mode`le tube 4 3,5 3 - = - - 3 ×
12 Mooney 5 - 4 2 6= 2,2 2 2 ×
13 Ishiara 5 - 4 2,25 6= 1,9 1,9 3 ×
14 Gent et Thomas 5 - 3 - = 1,6 1,6 2 ×
15 Slip-link 5 4 2,5 sur 6= 2,5 2,5 3 ×
16 Flory et Erman 5 4 2,5 sur 6= 2,2 2,2 3 ×
mode`les utilisables pour les de´formations faibles
17 ne´o-hooke´en 5 2 3 2,5 = 1,6 1,6 1 ×
18 Valanis et Landel 3,5 2,5 1,2 sous 6= 1,3 1,3 1 ×
Tableau II.9: Classement des mode`les hypere´lastiques : (T) traction ; (CP) cisaillement pur ;
(EQB) extension e´quibiaxiale ; (EB) extension biaxiale ; (6=) jeux de coeffi-
cients diffe´rents ; (=) meˆme jeu de coefficients ; (nc) nombre de coefficients ;
(Phe´n.) mode`le phe´nome´nologique ; (Phys.) mode`le a` base physique ; (sous)
sous-estimation ; (sur) sur-estimation.
II.6 Conclusion et perspectives
Ce chapitre a permis de pre´senter les me´thodes employe´es dans les parties III.2 et III.3
pour l’identification des parame`tres mate´riels des mode`les hypere´lastiques et pseudo-e´lastiques
(effet Mullins). L’application nume´rique d’identification que nous avons de´veloppe´e permet de
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re´pondre a` l’ensemble des cas de figure rencontre´s dans le cadre de notre e´tude. Son implantation
par une approche Oriente´e Objet la rend e´volutive. Parmi les extensions possibles. nous pouvons
de´gager trois axes principaux :
• identification de mode`les visco-hypere´lastiques : les de´veloppements actuels autorisent des
courbes dans un espace de dimension finie. Une des variables peut donc eˆtre le temps ;
• identification inverse : il convient pour cela de faire dialoguer notre application avec un
logiciel e´le´ments finis. La difficulte´ re´side dans une de´finition ge´ne´rale des types de donne´es
e´change´es (courbes, de´forme´es, chargements, ...) ;
• identification sur des mode`les implicites de lois de comportement.
Une autre originalite´ de notre approche est de pouvoir traiter un ensemble de courbes
comple´mentaires permettant d’identifier un phe´nome`ne en minimisant une erreur globale, plutoˆt
que de s’attacher a` une erreur sur chacune des courbes individuellement. Ceci nous a permis
de valider notre approche d’alte´ration de re´seau pour mode´liser l’effet Mullins d’une manie`re
qualitative, bien que le mode`le initial (mode`le d’Arruda et Boyce) ne permette pas de reproduire
pre´cise´ment chaque courbe de charge.
Nous avons e´galement pu tester la me´thode des algorithmes ge´ne´tiques sur le proble`me
d’identification. Cette me´thode est plus couˆteuse en temps CPU que les algorithmes classiques.
Cependant, dans certains cas de figure complexes (par exemple le mode`le d’alte´ration de re´seau
de la section III.3 de ce me´moire), cette me´thode s’est ave´re´e tre`s performante en termes de
convergence. Elle permet en outre d’obtenir un point tre`s proche de la solution pouvant servir
de point de de´part pour une me´thode plus classique (moindres carre´s, Levenberg-Marquardt,
...) afin d’affiner la solution.
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Chapitre III
Construction de nouveaux mode`les
III.1 Introduction
En e´tudiant les mode`les hypere´lastiques de la litte´rature (voir l’annexe A), on constate
qu’au cours des dernie`res de´cennies les mode`les fonde´s sur la physique des chaˆınes apportent
des e´le´ments nouveaux quant a` la compre´hension des phe´nome`nes entrant en jeu lors de la
de´formation du re´seau de chaˆınes mole´culaires. Nous pouvons tenter de re´sumer l’e´tat de l’art
actuel a` la compre´hension du phe´nome`ne de raidissement final (limite d’extensibilite´ des chaˆınes
du re´seau, the´orie statistique non-Gaussienne de Khun et Gru¨n [KUH 42]) et a` la contribution
des contraintes d’entrelacement (mode`le slip-link de Ball et al [BAL 81], mode`le de van der
Waals [KIL 81], mode`le de jonctions contraintes de Flory et Ermann [FLO 44], ou encore mode`le
tube d’Einrich et al [HEI 97]), meˆme s’il n’existe pas de forme unanime pour la fonction d’e´nergie
entropique W . Nous pouvons e´galement remarquer que le mode`le empirique de Hart-Smith et
le mode`le non-Gaussien d’Arruda et Boyce (mode`le 8-chaˆınes) sont similaires en re´ponse aux
diffe´rents chargements. Un des objectifs de ce chapitre sera de montrer que ces deux mode`les
sont effectivement e´quivalents et qu’il est possible de donner un sens physique aux parame`tres
mate´riels du mode`le phe´nome´nologique de Hart-Smith.
Le deuxie`me objectif de ce chapitre est de construire un nouveau mode`le de comportement
permettant d’inte´grer l’effet Mullins [MUL 48] (voir section I.3.2.1). Ce phe´nome`ne est en effet le
premier phe´nome`ne auquel est confronte´ un expe´rimentateur qui dispose, apre`s plusieurs cycles
de charge et de de´charge, d’un re´seau de courbes de re´ponse. Il est alors difficile de de´cider
quelle courbe doit eˆtre utilise´e pour identifier le mode`le hypere´lastique choisi. Dans ce chapitre,
nous essaierons de comprendre les me´canismes physiques a` l’origine de l’effet Mullins, puis nous
utiliserons un mode`le de comportement fonde´ sur la statistique du re´seau de chaˆınes afin de
construire un mode`le de comportement pseudo-e´lastique permettant de le reproduire.
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III.2 Equivalence de mode`les
III.2.1 Pre´sentation
L’objectif de cette section est de montrer l’e´quivalence du terme en I1 du mode`le de Hart-
Smith [HS 66] avec le mode`le 8-chaˆınes d’Arruda et Boyce [ARR 93]. L’inte´reˆt est double :
d’une part donner un sens physique aux diffe´rents parame`tres du mode`le empirique de Hart-
Smith, et d’autre part montrer que ce dernier re´pond aux attentes d’auteurs re´cents [MAO 99,
BOY 00, MEI 01, FRI 02] qui tentent d’introduire un terme en I2 (correspondant au terme Wc de
contraintes d’entrelacement introduit par Flory [FLO 44], Ermann [ERM 82], Mark [MAR 88]
ou Ball et al. [BAL 81]) pour corriger les mode`les de re´seau de chaˆınes fantoˆme (terme Wph).
Des comparaisons de mode`les similaires ont e´te´ re´alise´es par Boyce [BOY 96] pour comparer
le mode`le 8-chaˆınes avec celui de Gent [GEN 96]. Les re´sultats de ces travaux seront repris
dans notre e´tude pour comparer les mode`les deux a` deux. Nous examinons en particulier les
caracte´ristiques des trois mode`les dans le domaine des petites et de grandes de´formations.
Nous rappellerons, dans un premier temps les formulations respectives des mode`les, puis
nous e´tablirons des relations entre leurs parame`tres. A cet effet, nous identifierons les trois
mode`les sur les expe´riences de Treloar.
Les travaux expose´s dans cette section ont fait l’objet d’un article accepte´ dans Rubber
Chemistry and Technology en 2004 sous le titre ≪ Equivalence of the Hart-Smith model
with Arruda-Boyce and Gent formulations for rubber elasticity ≫ .
III.2.2 Comparaison des mode`les
III.2.2.1 Formulation des mode`les
Nous rappelons, dans cette section, la de´finition des trois mode`les conside´re´s dans cette e´tude.
Le lecteur peut se re´fe´rer a` l’annexe A pour une description de l’historique de ces mode`les.
Le mode`le de Hart-Smith
Dans les anne´es 60, Hart-Smith [HS 66] propose un mode`le empirique sous la forme d’une
e´nergie de de´formation W reproduisant le raidissement final des mate´riaux e´lastome`res dans le
domaine des grandes de´formations. La forme qu’il donne a` W est la suivante :
WHS = C1
∫
exp[C3(I1 − 3)2]dI1 + C2 ln
(
I2
3
)
(III.1)
ou` C1, C2 et C3 sont trois parame`tres mate´riels. Dans cette e´quation, le premier terme du
membre de droite de´crit la re´ponse globale du mate´riau ; il ne de´pend que de l’invariant I1. Le
second terme, faisant intervenir I2, provient des travaux de Gent et Thomas [GEN 58] et permet
d’ame´liorer le mode`le dans le domaine des de´formations mode´re´es (infe´rieures a` 150%).
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Le mode`le d’Arruda et Boyce
Le mode`le 8-chaˆınes d’Arruda et Boyce [ARR 93] repose sur la the´orie statistique non-
gaussienne de chaˆınes mole´culaires propose´e par Khun et Gru¨n [KUH 42] (voir l’annexe A. 4.3).
Dans ce mode`le, le re´seau de chaˆınes est distribue´ suivant les quatre directions privile´gie´es cor-
respondant aux sommets d’un cube inscrit dans la sphe`re unite´, comme le montre la figure III.1.
L’e´nergie de de´formation s’e´crit alors :
WAB = CRN
{√
I1
3N
β + ln
(
β
sinhβ
)}
(III.2)
Dans cette e´quation, β = L−1
(√
I1/3N
)
ou` L est la fonction de Langevin de´finie par L(x) =
coth(x) − 1/x, CR et N sont deux parame`tres mate´riels. De par la nature non-gaussienne du
comportement des chaˆınes, la valeur maximale que peut atteindre I1 est 3N . Cette valeur
repre´sente la limite d’extensibilite´ des chaˆınes. Ce mode`le ne de´pend que du premier in-
variant de de´formation I1 ce qui le rend moins pertinent dans le domaine des de´formations
mode´re´es [WU 93].
 
Figure III.1 : Mode`le 8-chaˆınes
Le mode`le de Gent
Plus re´cemment, Gent [GEN 96] a propose´ un mode`le empirique ou` l’e´nergie de de´formation
W est de la forme suivante :
WG = −E
6
ln
(
1− I1 − 3
Jm
)
(III.3)
E et Jm sont deux parame`tres mate´riels. Jm repre´sente alors la valeur maximale que peut
atteindre I1 − 3 lors de la de´formation. Il est donc l’e´quivalent de la limite d’extensibilite´ des
chaˆınes du mode`le 8-chaˆınes.
Re´duction du mode`le de Hart-Smith
Le mode`le de Hart-Smith se distingue des mode`les d’Arruda-Boyce et de Gent par l’utilisation
d’un terme en I2 influenc¸ant la re´ponse en de´formation mode´re´es. Nous choisissons de´sormais de
ne comparer que les termes de ces trois mode`les faisant intervenir I1. Le mode`le de Hart-Smith
est donc re´duit a` :
WHS = C1
∫
exp[C3(I1 − 3)2]dI1 (III.4)
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ou` seuls les parame`tres C1 et C3 du mode`le interviennent. Dans la suite du chapitre, lorsque nous
utiliserons l’expression ≪ mode`le de Hart-Smith ≫ , nous ferons re´fe´rence a` l’e´quation (III.4).
III.2.2.2 Identification des mode`les
Les mode`les pre´ce´dents sont identifie´s avec l’application pre´sente´e dans le chapitre II sur
les donne´es expe´rimentales de Treloar [TRE 44] de´crites dans la section II.5. Les quatre modes
de de´formation sont conside´re´s simultane´ment afin de de´terminer les valeurs des parame`tres
mate´riels. Le tableau III.1 rassemble les valeurs obtenues par l’identification. La figure III.2
permet de visualiser les re´ponses des mode`les identifie´s. On constate, sur cette figure, que
les trois mode`les reproduisent de manie`re e´quivalente et satisfaisante les diffe´rents modes de
de´formation (traction uniaxiale, glissement pur, extension e´quibiaxiale et extension biaxiale)
avec deux coefficients mate´riels chacun.
Mode`le Premier parame`tre (MPa) Second parame`tre
Hart-Smith C1 = 0.18 C3 = 2.7 10
−4
Arruda-Boyce CR = 0.34 N = 27.9
Gent E = 1.0 Jm = 92.0
Tableau III.1: Valeurs des parame`tres mate´riels
L’e´tonnante similitude des trois mode`les pour les quatre modes de de´formation nous a conduit
a` chercher des liens possibles permettant de passer d’un mode`le a` l’autre et de montrer ainsi
leur e´quivalence. Ce travail est pre´sente´ dans la section suivante.
III.2.2.3 Comparaison des mode`les
Pour de´montrer l’e´quivalence des mode`les, la de´marche de´ja` employe´e par Boyce pour com-
parer le mode`le 8-chaˆınes avec le mode`le de Gent est reprise [BOY 96].
De´veloppement en se´rie
Nous examinons, dans un premier temps, l’expression des de´veloppements en se´rie des trois
mode`les.
La fonction e´nergie de de´formation WHS donne´e par l’e´quation (III.4) peut s’e´crire sous la
forme d’une se´rie infinie en puissances impaires de I1 :
WHS = C1
∞∑
i=0
Ci3
(2i + 1)i!
(I1 − 3)2i+1 (III.5)
Nous obtenons un cas particulier de la forme ge´ne´rale propose´e par Rivlin [RIV 48b].
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Figure III.2 : Identification sur les donne´es expe´rimentales de Treloar, (a) traction uniaxiale, (b)
glissement pur, (c) extension e´quibiaxiale, (d) extension biaxiale : (◦) expe´riences
de Treloar, (- - -) mode`le de Hart-Smith (terme en I1), (—) Mode`le d’Arruda-
Boyce, (. . . ) mode`le de Gent.
La forme WAB de la fonction e´nergie du mode`le d’Arruda-Boyce est plus difficile a` de´velopper
en se´rie. La se´rie tronque´e a` l’ordre cinq est donne´e par :
WAB = CR
[
1
2
(I1 − 3) + 1
20N
(I21 − 9) +
1
1050N2
(I31 − 27)
+
19
7000N3
(I41 − 81) +
519
673750N4
(I51 − 243) + ...
]
(III.6)
Ce de´veloppement fait intervenir des puissances paires et impaires de I1.
Enfin, le de´veloppement de la fonction WG du mode`le de Gent s’e´crit :
W =
E
6
∞∑
n=1
1
Jn+1m
(I1 − 3)n (III.7)
L’e´quation (III.7) fait e´galement intervenir des termes en puissances paires et impaires.
Comportement en petites de´formations
Le premier terme des de´veloppements en se´rie donne´s par les e´quations (III.5), (III.6) et
(III.7) permet de de´finir la raideur du mate´riau dans le domaine des petites de´formations. Nous
78 Contribution a` l’e´tude des e´lastome`res et des membranes souﬄe´es
retrouvons ainsi la forme ne´o-hooke´enne WNH de Treloar [TRE 75]:
WNH =
1
2
C(I1 − 3) (III.8)
ou` C est un parame`tre mate´riel. En e´crivant l’e´galite´ de ces termes, nous e´tablissons ainsi la
premie`re relation d’e´quivalence :
C = 2C1 = CR =
E
3
(III.9)
Cette relation traduit le tangence a` l’origine des courbes de re´ponses des trois mode`les. Si on
examine la validite´ de la relation (III.9) avec les re´sultats de l’identification du tableau III.1,
nous pouvons constater que 2C1 = 0, 36, CR = 0, 34 et E/3 = 0, 33. Ces trois valeurs pre´sentent
un e´cart relatif infe´rieur a` 8%. Les parame`tres obtenus par identification sont donc cohe´rents
avec la relation (III.9).
Comportement en grandes de´formations
Comme nous l’avons signale´ pre´ce´demment, les trois mode`les sont capables de de´crire le
raidissement du mate´riau en grandes de´formations. L’expression des contraintes de Cauchy σ
est donne´e par l’e´quation :
σ = −pI + 2
(
∂W
∂I1
+ I1
∂W
∂I2
)
B − 2∂W
∂I2
B
2
(III.10)
Dans notre cas, ∂W∂I2 = 0. On constate alors que cette expression ne fait intervenir que la de´rive´e
de W par rapport a` I1. Pour les trois mode`les conside´re´s, nous obtenons :
∂WHS
∂I1
= C1 exp
[
C3(I1 − 3)2
]
(III.11)
∂WAB
∂I1
=
CRN
2
√
3I1
L−1
(√
I1
3N
)
(III.12)
∂WG
∂I1
=
E
6
1
1− (I1−3)Jm
(III.13)
Ces trois expressions mettent bien en e´vidence une limite infinie des contraintes pour des
grandes valeurs de I1. De plus, les mode`les d’Arruda-Boyce et de Gent pre´sentent une asymptote
verticale pour une valeur finie de I1. Cette dernie`re valeur est e´gale a` 3N pour le mode`le 8-
chaˆınes, et Jm + 3 pour le mode`le de Gent. Pour e´tablir l’e´quivalence de ces deux mode`les, il
suffit donc d’e´crire :
Jm = 3(N − 1) (III.14)
Les re´sultats du tableau III.1 fournissent Jm = 92 et 3(N − 1) = 80.7, soit une diffe´rence entre
les deux termes de 12%.
La de´marche devient cependant plus complique´e pour le mode`le d’Hart-Smith qui ne pre´sente
pas d’asymptote, mais une forme exponentielle. La figure III.2 sugge`re cependant, qu’en pra-
tique, une similitude entre les pentes des courbes de re´ponse sur le domaine des grandes de´formations
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suffirait a` de´finir une e´quivalence de comportement entre les mode`les. Nous comparons de´sormais
le mode`le de Hart-Smith avec celui de Gent, l’e´quivalence entre les mode`les d’Arruda-Boyce et
de Gent e´tant de´ja` e´tablie par les e´quations (III.9) et (III.14).
Les e´quations suivantes fournissent les de´rive´es secondes respectives des fonctions e´nergies
de de´formation WHS et WG :
∂2WHS
∂I21
= 2C1C3(I1 − 3) exp
[
C3(I1 − 3)2
]
(III.15)
et :
∂2WG
∂I21
=
E
6Jm
1[
1− (I1−3)Jm
]2 (III.16)
Egaliser ces deux termes en tout point de l’intervalle conside´re´ revient a` e´galiser les pentes des
re´ponses des deux mode`les. L’e´quation (III.9) permet de simplifier cette e´galite´. Nous obtenons
ainsi une relation entre les parame`tres C3 and Jm pour diffe´rentes valeurs de I1 :
2C3(I1 − 3) exp
[
C3(I1 − 3)2
]
=
1
Jm
1[
1− (I1−3)Jm
]2 (III.17)
Cette relation signifie que l’e´galite´ de pente de´pend du niveau de de´formation. On peut e´galement
exprimer cette relation en utilisant la fonction LambertW [COR 96], note´e WL et de´finie par :
WL(x) exp
[
WL(x)
]
= x (III.18)
l’e´quation (III.17) devenant alors :
C3(I1 − 3)2 = WL
(I1 − 3)
2Jm
1[
1− (I1−3)Jm
]2
 (III.19)
Pour simplifier la suite de l’e´tude, nous effectuons le changement de variable suivant :
α =
I1 − 3
Jm
(III.20)
ou` α ∈ [0, 1] et ou` I1 = Jm + 3 repre´sente l’asymptote verticale du mode`le de Gent (III.13).
L’e´quation (III.19) peut s’e´crire de´sormais :
C3J
2
m =
1
α2
WL
(
α
2(1− α)2
)
avec α ∈ [0, 1] (III.21)
Il convient de noter que le mode`le de Gent admettant une asymptote verticale, pour une valeur de
α e´gale a` 1, l’e´quation (III.21) n’est pas de´finie en ce point. En pratique, l’e´quivalence des deux
mode`les que nous cherchons a` e´tablir, est a` de´finir dans le domaine des grandes de´formations,
c’est-a`-dire pour α ∈ [αmin, 1[ avec 0 < αmin. L’e´quation (III.21) ne pouvant pas eˆtre ve´rifie´e en
tout point de ce domaine, nous choisissons de chercher a` ve´rifier cette e´quivalence en moyenne
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sur le domaine conside´re´. Une valeur moyenne du membre de droite de (III.21) permettrait ainsi
de relier les parame`tres C3 et Jm en e´liminant la de´pendance en α :
C3J
2
m = k avec k =
1
αmax − αmin
∫ αmax
αmin
1
α2
WL
(
α
2(1− α)2
)
dα (III.22)
avec 0 < αmin < αmax < 1.
La valeur de k de´pend de´sormais de l’intervalle sur lequel on souhaite de´finir l’e´quivalence.
La figure III.3 pre´sente l’e´volution de k en fonction de αmin lorsque αmax est pre`s proche de 1.
k tend vers l’infini lorsque αmin tend vers 0 ou 1. En dehors des bornes de l’intervalle, k reste
fini.
a
min
k
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3
3.5
4
4.5
5
Figure III.3 : Evolution de k donne´ par l’e´quation (III.22) en fonction de αmin
L’e´quivalence que nous cherchons a` e´tablir concerne le domaine des grandes de´formations.
Kucherskii [KUC 96] affirme que la formulation ne´o-hooke´enne est valable dans le premier tiers
du domaine de de´formation. Les essais de Treloar pre´sente´s sur la figure III.2 sugge`rent de
conside´rer l’e´quivalence pour des extensions de l’ordre de 4 en traction uniaxiale, c’est-a`-dire des
valeurs de α de l’ordre de 0,14. De plus, nous pouvons remarquer que la limite d’extensibilite´
des chaˆınes n’est jamais atteinte en pratique. La valeur maximale atteinte sur les essais de
traction uniaxiale de Treloar est e´gale a` 7,5 ce qui correspond a` des valeur de I1 de l’ordre de
55 c’est-a`-dire une valeur de α de l’ordre de 0, 6. Nous pouvons donc de´terminer k avec plus
de pre´cision. Pour e´tablir l’e´quivalence sur le domaine [0, 14 ; 0, 6], nous devons conside´rer la
valeur de k de´finie par :
C3J
2
m = k =
1
0, 6− 0, 14
∫ 0,6
0,14
1
α2
WL
(
α
2(1− α)2
)
dα ≈ 2, 69 (III.23)
Si on examine les re´sultats de l’identification du tableau III.1, nous pouvons constater que
C3J
2
m = 2, 28. Nous avons donc un e´cart de 15% par rapport a` la valeur obtenue par la
relation (III.23). Cet e´cart est mode´re´, et l’e´quivalence pourrait eˆtre admise. Ne´anmoins, la
section suivante validera plus syste´matiquement les relations (III.14) et (III.23)
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III.2.2.4 Validation de l’e´quivalence
Afin de valider les e´quivalences the´oriques e´tablies ci-dessus, nous choisissons d’identifier ces
trois mode`les pour une large gamme de mate´riaux par le logiciel pre´sente´ dans la section II. Afin
d’obtenir une variation importante des parame`tres identifie´s, nous ge´ne´rons des jeux de donne´es
expe´rimentaux en simulant le mode`le de Gent pour des valeurs de E et Jm situe´es respectivement
dans les intervalles ]0, 10] et [7, 100] (ces valeurs de Jm correspondent a` une limite d’extensibilite´
des chaˆınes entre 200% et 900% en extension uniaxiale).
Les re´sultats obtenus par identification des mode`les d’Arruda-Boyce et de Hart-Smith sont
alors compare´s aux valeurs the´oriques. La figure III.4 permet de comparer l’e´volution des
parame`tres N identifie´s avec la relation line´aire (III.14). Cette relation simple est confirme´e
par cette approche inde´pendante. De meˆme, la figure III.5 pre´sente les re´sultats issus de
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Figure III.4 : Comparaison des seconds parame`tres des mode`les de Gent et d’Arruda-Boyce :
(◦) re´sultats de l’identification, (—) re´sultats the´orique de l’e´quation (III.14)
l’identification du mode`le de Hart-Smith compare´s aux valeurs the´oriques de l’e´quation (III.23).
Nous constatons que les deux approches fournissent des re´sultats tre`s proches, ce qui valide
e´galement la relation (III.23).
III.2.3 Conclusion sur l’e´quivalence
Nous venons de de´finir la correspondance entre les mode`les de Gent, de Hart-Smith (terme
en I1 uniquement) et d’Arruda-Boyce, ainsi que les relations reliant leurs parame`tres. Si l’inte´reˆt
scientifique est secondaire (pas d’ame´lioration des mode`les), il en est autrement de l’inte´reˆt pra-
tique. En effet, le mode`le d’Arruda-Boyce pre´sente certaines difficulte´s d’implantation nume´rique
dans les codes de calcul par e´le´ments finis :
• la matrice tangente est difficile a` e´valuer, et ces termes deviennent tre`s grands pour des
extensions proches de la limite d’extensibilite´ des chaˆınes (proble`me de convergence) ;
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Figure III.5 : Comparaison des seconds parame`tres des mode`les de Gent et de Hart-Smith : (◦)
re´sultats de l’identification, (- - -) re´sultats the´orique de l’e´quation (III.22) pour
k = 2, 69.
• il est difficile d’approcher l’inverse de la fonction de Langevin, souvent re´duite a` son
de´veloppement a` l’ordre 5.
A l’inverse, le mode`le de Hart-Smith est tre`s facile a` implanter :
• la matrice tangente est d’expression simple et n’est jamais infinie ;
• le mode`le utilise des fonctions mathe´matiques classiques ne ne´cessitant pas l’utilisation
d’approximation par de´veloppement limite´.
Ces avantages ont e´te´ exploite´s par Chagnon dans le cadre de sa the`se [CHA 03].
III.3 Mode´lisation de l’effet Mullins
III.3.1 Pre´sentation
L’objectif de cette section est de construire un mode`le de comportement pseudo-e´lastique au
sens de Mullins [MUL 48, MUL 57b, MUL 57a]. Une approche the´orique d’alte´ration du re´seau
fonde´e sur des interpre´tations physiques du phe´nome`ne est propose´e. Nous montrerons ainsi que
les diffe´rents auteurs traitant ce sujet attribuent l’effet Mullins a` une modification du re´seau de
chaˆınes mole´culaires entraˆınant une perte de raideur1. Il est ainsi montre´ que les parame`tres du
mode`le hypere´lastique classique d’Arruda et Boyce [ARR 93] peuvent eˆtre simplement remplace´s
par des fonctions de´pendant de l’e´longation maximale afin d’introduire l’effet Mullins dans la
1l’expression perte de raideur et le terme du mate´riau adoucissement seront utilise´s par la suite pour traduire
le terme anglais stress-softening
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loi de comportement. Dans cette e´tude, seul le comportement statique est conside´re´ et les effets
viscoe´lastiques ne sont pas pris en compte.
Les travaux pre´sente´s ci-dessous ont fait l’objet d’une publication intitule´e ≪ A theory of
network alteration for the Mullins effect ≫ dans la revue Journal of the Mechanics and
Physics of Solids en 2002 [MAR 02]. Cet article est pre´sente´ dans l’annexe ??.
III.3.2 The´orie d’alte´ration de re´seau
III.3.2.1 Interpre´tations physiques de l’effet Mullins dans la litte´rature
Dans la litte´rature il n’existe pas d’unanimite´ sur les causes physiques expliquant l’effet
Mullins dans les e´lastome`res. Mullins et Tobin [MUL 47] sont les premiers a` de´velopper un
mode`le phe´nome´nologique. Ils conside`rent pour cela que le mate´riau est constitue´ d’une phase
souple et d’une phase dure. Au cours de la de´formation, les re´gions dures sont rompues et
transforme´es en re´gions molles. La fraction de la re´gion molle croˆıt avec l’accroissement de
l’extension subie par le mate´riau. Ne´anmoins, aucune interpre´tation physique n’est donne´e a`
ce mode`le. Plus re´cemment, Johnson et Beatty [JOH 93] utilisent le mode`le a` deux phases
de Mullins et Tobin et proposent des justifications physiques. Ils sugge`rent que la phase dure
peut eˆtre interpre´te´e comme des agglome´rats de chaˆınes mole´culaires tenues par des segments
de chaˆınes courtes, des entrelacements ou des forces intermole´culaires. Lorsque le mate´riau
est e´tire´ les chaˆınes sont arrache´es des agglome´rats qui se transforment en re´gions souples. Ce
me´canisme induit trois phe´nome`nes : les e´longations diminuent dans la re´gion souple , la longueur
moyenne des chaˆınes augmente sous chargement et finalement la phase dure est oriente´e suivant
la direction de l’e´tirement. Ces trois conse´quences expliqueraient l’anisotropie du mate´riau apre`s
adoucissement.
Mullins [MUL 57a] sugge`re que l’adoucissement est duˆ a` un de´sentrelacement des chaˆınes
du re´seau avec la rupture d’interactions entre les charges et la matrice e´lastome`re. Une ide´e
similaire est sugge´re´e par Bueche [BUE 60, BUE 61]. Pour lui, le me´canisme principal de l’effet
Mullins est la rupture des liaisons entre les charges et les chaˆınes polyme´riques. Le proce´de´
de polyme´risation conduit a` la formation de chaˆınes de longueurs diffe´rentes entre les charges.
Ces chaˆınes rompent progressivement lorsqu’elles atteignent leur limite d’extensibilite´. Bueche
de´veloppe alors un mode`le probabiliste du contact entre chaˆınes et charges en bon accord avec
l’expe´rience. Quelques anne´es apre`s, Harwood et al. [HAR 67] sugge`rent que le phe´nome`ne
d’adoucissement se produit entie`rement dans la matrice et qu’il n’est donc pas une conse´quence
des ruptures de liaisons entre charges et matrice. Leurs observations me`nent a` la conclusion que
l’adoucissement est principalement duˆ a` un re´arrangement du re´seau mole´culaire entraˆınant un
de´placement des points de jonction du re´seau. Plus re´cemment, Govindjee et Simo [GOV 91,
GOV 92] reprennent les ide´es de Bueche et de´veloppent une fonction d’e´nergie libre e´lastique
fonde´e sur la the´orie des me´langes. Ils de´montrent cependant que la ge´ne´ralisation de leur
mode`le au cas tridimensionnel pre´sente des difficulte´s importantes. Ils concluent alors qu’une
hypothe`se d’endommagement isotrope est ne´cessaire et font l’hypothe`se supple´mentaire que les
84 Contribution a` l’e´tude des e´lastome`res et des membranes souﬄe´es
directions principales restent constantes au cours du chargement. Malgre´ ces hypothe`ses leur
mode`le est en bonne corre´lation avec les donne´es expe´rimentales de Bueche.
Plus re´cemment, Miehe [MIE 95] ainsi que Ogden et Roxburgh [OGD 99] proposent des
mode`les purement phe´nome´nologiques sans interpre´tations physiques pour l’effet Mullins. Miehe
prend en compte des fonctions d’endommagement continue et discontinue fonde´es sur des me´canismes
classiques d’endommagement. Ogden et Roxburgh de´veloppent, quant a` eux, une loi de com-
portement dans laquelle le parame`tre d’endommagement est active´ uniquement pendant les
pe´riodes de de´charge de l’histoire du chargement.
III.3.2.2 The´orie propose´e
Dans notre approche, nous adoptons la the´orie de rupture de liaisons sans pre´juger de la
nature de ces liaisons. Le recouvrement partiel de la raideur avec la tempe´rature sugge`re que,
meˆme si les liaisons entre charges et matrice sont rompues lors du chargement, des interactions
faibles, recouvrables entre les chaˆınes du re´seau, interviennent e´galement dans l’effet Mullins.
Ainsi, la the´orie pre´sente´e dans l’article est cohe´rente avec le principe ge´ne´ral d’un re´arrangement
de re´seau de chaˆınes sous chargement. La conse´quence directe est un accroissement apparent de
la longueur moyenne de chaˆınes entre points de jonction du re´seau comme l’ont sugge´re´ Johnson
et Beatty [JOH 93]. En effet, conside´rons la configuration de re´seau pre´sente´e sur la figure III.6.
chain interactions
Figure III.6 : Rupture des liaisons faibles et des liaisons entre chaˆınes
Apre`s polyme´risation, les chaˆınes d’e´lastome`res sont relie´es aux points de jonction du re´seau qui
sont des liaisons de croisement de segments. D’autres liaisons sont des interactions faibles entre
mole´cules polarise´es. Ces deux types de liaisons conduisent a` un re´seau amorphe de chaˆınes
comme l’illustre la partie gauche de la figure III.6. Lors de la de´formation de ce re´seau certaines
chaˆınes sont e´tire´es jusqu’a` leur limite d’extensibilite´ et des ruptures de chaˆınes ont lieu. Le
nombre de ces ruptures croˆıt avec l’amplitude de de´formation du milieu. De plus, ce nombre
de ruptures de chaˆınes de´pend fortement de la distribution de longueur des liaisons secondaires
(voir la partie droite de la figure III.6). De meˆme, des interactions faibles disparaissent du fait
du de´placement des mole´cules lie´es pendant la de´formation. A mesure que le nombre de ruptures
de chaˆınes augmente, le nombre de points de jonction du re´seau de´croˆıt. Ainsi, le nombre moyen
N de segments de monome`res par chaˆınes croˆıt. Conside´rant que l’effet Mullins est controˆle´
par l’e´longation maximale, nous pouvons e´crire N comme une fonction de l’e´tat de de´formation
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maximale subi par le mate´riau lors de son histoire. Une autre conse´quence du re´arrangement
du re´seau est la de´croissance de la densite´ de chaˆınes n. En effet, le principe de conservation de
la masse implique que le nombre total de monome`res par unite´ de volume Nn reste constant.
Ce principe ne doit cependant pas eˆtre pris au sens strict puisque tous les monome`res du re´seau
ne participent pas ne´cessairement a` la rigidite´. En effet, pendant le processus d’alte´ration du
re´seau certaines chaˆınes sont transforme´es en chaˆınes pendantes (dangling chains en anglais)
qui ne contribuent plus a` la raideur du mate´riau. Ainsi, le produit Nn peut the´oriquement
de´croˆıtre. Nous conside´rerons par la suite que ce produit reste constant.
III.3.2.3 Construction du nouveau mode`le
Afin de prendre en compte cette the´orie dans un mode`le hypere´lastique classique, nous
choisissons d’adapter le mode`le non-gaussien d’Arruda et Boyce [ARR 93] e´crit explicitement
en fonction des parame`tres physiques n et N . Un des avantages du mode`le est d’exprimer la
re´ponse du mate´riau en fonction de l’e´longation moyenne des chaˆınes :
λ =
√
I1/3 (III.24)
Cette e´longation peut eˆtre conside´re´e comme un crite`re permettant de quantifier l’e´tat de
de´formation maximale subi par le mate´riau lors de son histoire. Rappelons que l’effet Mullins
est classiquement de´crit comme fonction de l’e´longation maximale par manque de crite`res bien
de´finis. Bergstro¨m et Boyce [BER 99] utilisent de´ja` l’e´longation moyenne des chaˆınes pour
de´crire le facteur d’amplification de de´formation afin de mode´liser la re´ponse hyste´re´tique des
e´lastome`res.
Ainsi, N et n sont de´sormais e´crits de la fac¸on suivante :
N = N(λmax) (III.25)
n = n(λmax) (III.26)
avec la condition :
Nn = constante (III.27)
Ceci permet de proposer la relation contrainte-de´formation du mode`le 8-chaˆınes modifie´ :
σi = −p + 1
3
CR(λmax)
√
N(λmax)
λ2i
λ
L−1
(
λ√
N(λmax)
)
for i = 1, 3 (III.28)
ou` le parame`tre CR de´pend de l’e´longation maximale :
CR(λmax) = n(λmax) k T (III.29)
Nous conside´rons, ici, que la transformation subie par le mate´riau est isotherme. Comme
la tempe´rature apparaˆıt dans l’expression de CR (Eq. III.29), nous faisons l’hypothe`se que son
e´volution est uniquement pilote´e par l’e´volution de n et non de T .
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III.3.2.4 Comparaison avec l’expe´rience
Afin de valider cette nouvelle approche, des essais de traction uniaxiale on e´te´ effectue´s a`
tempe´rature ambiante sur des e´chantillons plats a` de´formation impose´e (voir de´tails dans [MAR 02]).
Ces expe´riences ont e´te´ mene´es au Centre de Recherche Europe´en de Trelleborg sur du caoutchouc
naturel (NR) a` 25% de noirs de carbone et sur du Caoutchouc Styre`ne Butadie`ne (SBR) vul-
canise´ contenant 40% de noirs de carbone. Pour des raison de confidentialite´, les re´sultats sont
normalise´s de sorte que les contraintes soient comprises entre 0 et 1.
L’identification du mode`le est faite en conside´rant CR et N comme des fonctions polynomiales
en λmax et en faisant varier le degre´ des polynoˆmes de un a` quatre. L’identification est faite
simultane´ment sur l’ensemble des courbes (voir le chapitre II). Le re´sultat de l’identification est
pre´sente´ sur les figures III.7 et III.8 et compare´ aux re´sultats expe´rimentaux.
(a) (b)
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Figure III.7 : Re´sultats d’identification, (a) NR et (b) SBR: (· · · ◦ · · · ): expe´riences, (—) the´orie
d’alte´ration du re´seau
La figure III.7 montre la bonne corre´lation de notre mode`le avec l’expe´rience pour les deux
mate´riaux conside´re´s. Les limitations du mode`le 8-chaˆınes se retrouvent sur le mode`les 8-chaˆınes
modifie´ pre´sente´ ici. Elles expliquent l’e´cart plus important observe´ dans le domaine des petites
de´formations (autour de 50% de de´formation). Ce proble`me peut eˆtre corrige´ par l’utilisation
d’un mode`le plus approprie´ comme celui sugge´re´ re´cemment par Boyce et Arruda [BOY 00].
Les courbes de la figure III.8 montrent l’e´volution de N et CR en fonction de l’e´longation de
chaˆıne maximale λmax (valeur maximale de λ de´crite par l’e´quation (III.24)). Comme le pre´voyait
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Figure III.8 : Parame`tres mate´riels en fonctions de l’e´longation maximale λmax, (a) N et (b) CR:
(—) NR, (- -) SBR.
la the´orie propose´e, le parame`tre CR, c’est-a`-dire la densite´ de chaˆınes n (Fig. III.8(b)), de´croˆıt
tandis que N , le nombre moyen de monome`res par chaˆıne, croˆıt (Fig. III.8(a)). Nous pouvons
remarquer que les re´sultats sont tre`s similaires pour les deux mate´riaux.
III.3.3 Inte´reˆt et impact du mode`le
Nous avons donc construit un mode`le de comportement permettant de reproduire l’effet
Mullins dans les e´lastome`res. Sur des conside´rations physiques et sur la base d’un mode`le
statistique, nous confirmons qu’une modification des caracte´ristiques du re´seau de chaˆınes est a`
l’origine de ce phe´nome`ne. De plus nous disposons d’un mode`le simple permettant de simuler
ce phe´nome`ne a` l’aide d’un code e´le´ments finis.
Publie´ en 2002, cet article est cite´ de`s 2003 par Cheng et Chen [CHE 03] ainsi que par
Dorfmann et Ogden [DOR 03]. Une approche tout a` fait similaire a e´te´ publie´e re´cemment par
Reese et Bo¨l dans [REE 03].
III.4 Conclusion
La construction d’un mode`le de comportement prenant en compte l’effet Mullins s’ave`re
ne´cessaire pour e´tudier la raideur des pie`ces en e´lastome`res. Une application plus particulie`re
est l’e´tude de la propagation de fissure. Dans ce contexte, il est en effet utile d’effectuer un bilan
d’e´nergie relativement pre´cis afin de distinguer la quantite´ d’e´nergie dissipe´e par le mate´riau
(effet Mullins, viscoe´lasticite´, ...) de la quantite´ dissipe´e par l’avance´e de la fissure. Ceci
est d’autant plus de´licat que le mate´riau est fortement non-line´aire et que l’e´chantillon fis-
sure´ pre´sente un large spectre d’e´tats de de´formation. Dans ce but un nouveau mode`le de
comportement prenant en compte l’effet Mullins a e´te´ pre´sente´ dans ce chapitre. Partant du
principe ge´ne´ralement admis que l’effet Mullins est lie´ a` des ruptures de liaisons entre chaˆınes,
ou entre les chaˆınes et les charges [MUL 57a, BUE 60, BUE 61, JOH 93], le mode`le d’Arruda et
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Boyce [ARR 93] a e´te´ modifie´ pour tenir compte d’une e´volution des caracte´ristiques du re´seau
(nombre de monome`res par chaˆıne, densite´ volumique de chaˆınes) au cours du chargement. Bien
que le mode`le 8-chaˆınes soit un mode`le simpliste du re´seau de chaˆınes, il permet de construire
un mode`le reproduisant correctement l’effet Mullins.
Un des points faibles de ce mode`le est la difficulte´ d’implantation dans un code e´le´ments finis
(voir section III.2.3). Ne´anmoins, l’e´quivalence entre les mode`les de Hart-Smith et d’Arruda-
Boyce e´tablie dans la premie`re partie de ce chapitre permet de construire un mode`le d’effet
Mullins similaire sur la base du mode`le de Hart-Smith [CHA 03]. Malgre´ tout, quel que soit
le mode`le sur lequel s’appuie le mode`le d’alte´ration de re´seau, des ame´liorations quantitatives
peuvent eˆtre envisage´es. En effet, des mesures plus pre´cises de courbes de re´ponse pourraient
permettre d’ame´liorer le mode`le dans le domaine des petites de´formations. Celles-ci permet-
traient e´ventuellement de de´terminer de manie`re plus pre´cise la loi d’e´volution des parame`tres
mate´riels, et d’obtenir ainsi une re´ponse du mode`le plus proche des essais expe´rimentaux. En
particulier, la contrainte de conservation de la masse (produit Nn) pourrait eˆtre abandonne´e
puisque les parame`tres N et n concernent uniquement les chaˆınes intervenant dans la rigidite´
du mate´riau, les chaˆınes pendantes cre´e´es par les ruptures de liaisons n’intervenant plus dans le
comportement.
Une modification plus profonde de notre mode`le est e´galement possible afin de prendre
en compte l’anisotropie du mate´riau induite par l’effet Mullins [MUL 48, JAM 75, CHA 03].
Pour cela, il conviendrait de faire e´voluer les parame`tres de re´seau en fonction de la direction
d’e´tirement. Il sera avant tout ne´cessaire de mettre en place une campagne de mesures partic-
ulie`re afin de mieux cerner ce phe´nome`ne.
Chapitre IV
Application aux membranes souﬄe´es
IV.1 Proble´matique
La finalite´ de l’e´tude des mode`les de comportement pour des mate´riaux e´lastome`res est
de simuler des structures quelconques par des me´thodes ge´ne´rales telles que la me´thodes des
e´le´ments finis. Le but de ce chapitre est de pre´senter le cas particulier des structures membranes
souples. Cette proble´matique peut eˆtre applique´e au souﬄage de ballons me´te´orologiques, mais
peut aise´ment eˆtre e´tendu au souﬄage de polyme`res fondus employe´ dans les proce´de´s de mise
en forme par souﬄage, ou de thermoformage [ROS 89, VIL 95]. En effet, le comportement
d’un polyme`re fondu (thermoplastique) est souvent conside´re´ comme hypere´lastique [ZAM 89,
DEL 91]. Une autre application est la caracte´risation des mate´riaux en souﬄage libre a` partir
de montage simple (membrane plane circulaire, tube cylindrique).
Notre e´tude fait suite au travaux de Verron et al. [VER 97a, VER 98b, MAR 01] sur le
moulage par souﬄage et le thermoformage. Les tre`s fortes non-line´arite´s rencontre´es, aussi bien
mate´rielles que ge´ome´triques, l’apparition de phe´nome`nes d’instabilite´s structurelles lors du gon-
flement [KHA 92, VER 01b] ainsi que les proble`mes de facettisation lie´s a` la discre´tisation par
e´le´ments finis, engendrent des difficulte´s de convergence ou d’interpre´tation des re´sultats. Cer-
tains travaux re´cents tentent d’ame´liorer les re´sultats de simulation e´le´ments finis en utilisant
des me´thodes de maillage adaptatif [RV 97, MAR 01]. Pour notre part, notre inte´reˆt s’est porte´
sur le de´veloppement d’une me´thode alternative permettant d’enrichir l’interpolation plutoˆt que
de remailler. Apre`s avoir de´crit rapidement les diffe´rentes me´thodes propose´es dans la litte´rature
pour re´soudre les proble`mes de souﬄage de membranes axisyme´triques, nous pre´senterons la con-
struction d’un e´le´ment fini original utilisant une interpolation de type B-spline. Puis, ce nouvel
e´le´ment sera utilise´ pour des simulations de souﬄage utilisant les mode`les de comportement
non-gaussiens.
IV.2 L’e´tude des membranes
L’e´tude des membranes e´lastome`res a fait l’objet de nombreuses publications scientifiques.
Nous renvoyons le lecteur vers l’e´tude bibliographique re´dige´e par Chevaugeon dans le cadre de
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sa the`se [CHE 02] ou, plus re´cemment, celle e´crite par Verron dans son me´moire d’habilitation
a` diriger des recherches [VER 03a]. Ainsi, nous concentrerons notre attention sur les me´thodes
nume´riques employe´es pour l’e´tudes des structures membranes et la re´solution des e´quations
d’e´quilibre.
IV.2.1 Equations ge´ne´rales
L’e´criture des e´quations locales d’e´quilibre d’une membrane hypere´lastique axisyme´trique
en grandes transformations n’apparaˆıt dans la bibliographie que pour quelques cas partic-
uliers de membranes initialement planes, cylindriques (cylindre droit) ou sphe´riques et pour
des lois de comportement simples (ge´ne´ralement Mooney-Rivlin). Ces hypothe`ses permet-
tent de simplifier les e´critures et les syste`mes qui en de´coulent. Les EDP se transforment
en e´quations diffe´rentielles ordinaires (EDO) avec des conditions limites aux deux extre´mite´s
(two points boundary value problem en anglais) re´solues par la me´thode de Runge-Kutta et
la me´thode de tir (shooting method en anglais), ou encore par la me´thode des e´le´ments fi-
nis [YAN 70, BEN 79, KHA 92, KHA 94, VER 97c].
En partant des hypothe`ses de membrane (rayon de courbure grand devant l’e´paisseur, con-
traintes homoge`nes dans l’e´paisseur) dans le cas particulier d’une structure axisyme´trique en
mate´riau hypere´lastique, nous reprenons le syste`me d’e´quations locales d’e´quilibre dans le cas
ge´ne´ral. Conside´rons un point mate´riel de la membrane parame´tre´e par son abscisse curviligne s
z
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Figure IV.1 : Equilibre d’une membrane axisyme´trique
(s ∈ [0, l]) et positionne´ au rayon r et a` la hauteur z dans l’e´tat de´forme´ D(t)) et de coordonne´es
initiales (e´tat non de´forme´ D0) R et Z respectivement. L’e´longation suivant la me´ridienne d’un
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segment AB se transformant en ab s’e´crit :
λ1 =
√(
dr
ds
)2
+
(
dz
ds
)2
(IV.1)
Tandis que l’e´longation circonfe´rentielle ne de´pend que de la position radiale :
λ2 =
r
R
(IV.2)
De par l’incompressibilite´, l’e´paisseur h dans l’e´tat de´forme´ est de´termine´e par la relation :
h =
H
λ1λ2
(IV.3)
ou` H est l’e´paisseur dans l’e´tat non de´forme´.
Soit W (λ1, λ2) l’e´nergie de de´formation de´crivant la loi de comportement en fonction des
e´longations principales λ1 et λ2, l’e´nergie de de´formation de la membrane s’e´crit :
Ed =
∫ s=l
s=0
2piW (λ1, λ2)R(s)H(s)ds (IV.4)
Tandis que le travail des efforts exte´rieurs (pression uniforme p) est donne´ par :
T = P
∫ s=l
s=0
pi
(
r2z′ + R2Z ′
)
ds (IV.5)
ou` (.)′ de´signe la de´rivation suivant le parame`tre s. Le the´ore`me de l’e´nergie permet d’obtenir
les e´quations d’e´quilibre en e´crivant que toute variation δ(Ed+T ) est nulle pour toute variation
δr et δz. Ceci permet d’aboutir aux e´quations suivantes :
RHW,r − (RHW,r′)′ = PRz′ (IV.6)
(RHW,z′)
′ = Prr′ (IV.7)
et aux conditions aux limites suivantes : [
RHW,r′δr
]s=l
s=0
= 0 (IV.8)[
(2piRHW,z′ − pipr2)δz
]s=l
s=0
= 0 (IV.9)
Ici, la convention (.),x de´signe la de´rivation suivant la variable x.
En exprimant les variables W,r, W,z′ et W,r′ , et en notant maintenant :
ωi =
dW
dλi
ωij =
d2W
dλi dλj
nous aboutissons, sans perte de ge´ne´ralite´, a` un syste`me de la forme :
ar” + bz” = c (IV.10)
dr” + ez” = f (IV.11)
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avec :
a = R
[
ω1 +
r′2
λ1
(
ω11 − ω1
λ1
)]
(IV.12)
b =
Rr′z′
λ1
(
ω11 − ω1
λ1
)
(IV.13)
c = λ1ω2 − prz
′λ1
H
−R′r′ω1 −Rr′λ′2ω12 (IV.14)
d = b (IV.15)
e = R
[
ω1 +
z′2
λ1
(
ω11 − ω1
λ1
)]
(IV.16)
f =
prr′λ1
H
−Rz′ω12λ′2 −R′z′ω1 (IV.17)
ou` λ′2 doit eˆtre remplace´e par son expression :
λ′2 =
Rr′ − rR′
R2
(IV.18)
En re´solvant le syste`me (IV.11), on obtient les expressions de r” et de z” en fonction des
autres variables.
r” =
1
R
[
R′r′
λ1ω11
(λ2ω12 − ω1)− prz
′λ1
hω1
+
r′2
λ1
2
(
ω2
ω11
− λ1
(
ω12
ω11
+
ω2
ω1
))]
(IV.19)
z” =
1
R
[
R′z′
λ1ω11
(λ2ω12 − ω1)− prr
′λ1
hω1
+
r′z′
λ1
2
(
ω2
ω11
− λ1
(
ω12
ω11
+
ω2
ω1
))]
(IV.20)
Nous aboutissons a` un syste`me d’e´quations diffe´rentielles d’ordre deux valable pour l’ensemble
des cas de souﬄage de membranes axisyme´triques. Nous remarquons que les expressions de r” et
z” sont proches puisque l’on passe respectivement de l’une a` l’autre en remplac¸ant les termes r′
par z′, z′ par r′ et r′2 par r′z′. Ce syste`me ne peut cependant eˆtre inte´gre´ que par des me´thodes
nume´riques.
IV.2.2 Discussion sur les diffe´rentes me´thodes de re´solution
IV.2.3 La me´thode du tir
En faisant un changement de variables, ce syste`me d’EDO d’ordre deux peut eˆtre re´e´crit en
un syste`me d’EDO d’ordre un avec quatre conditions aux limites ( en r, r′, z et z′) aux deux
extre´mite´s.
Dans un proble`me me´canique, les conditions aux limites ne sont ge´ne´ralement pas toutes
connues pour une seule extre´mite´, mais sont partielles pour chaque extre´mite´. Prenons l’exemple
d’un cylindre droit (figure IV.2) de rayon fixe´ a` une extre´mite´ et l’autre extre´mite´ repre´sentant
une syme´trie (demi cylindre). Les conditions aux limites sont alors :
r(s = 0) = R0
z(s = 0) = 0
r′(s = l0) = 0
z(s = l0) = l0
(IV.21)
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Figure IV.2 : Exemple d’un cylindre droit
tandis que sont inconnues r′(s = 0), z′(s = 0), r(s = l0) et z′(s = l0).
Pour re´soudre ce syste`me, on utilise la me´thode du tir. Pour cela, on estime les variables
inconnues a` une extre´mite´ (ici, r′(s = 0) et z′(s = 0)) et on inte`gre le syste`me par la me´thode
de Runge-Kutta. Si les conditions aux limites connues a` l’autre extre´mite´ (ici, r′(s = l0) et
z(s = l0)) sont respecte´es, la solution est trouve´e, sinon il faut ≪ corriger le tir ≫ par une
me´thode d’optimisation afin de re´duire le re´sidu de´fini par l’e´cart entre la solution estime´e et
les conditions aux limites impose´es.
Nous avons de´veloppe´ cette me´thode en Fortran en utilisant la routine D02HAF de Nag
(me´thode de Runge-Kutta-Merson) ainsi que la routine ODE de NetLib (http://gams.nist.gov).
Nous avons observe´, comme d’autres auteurs avant nous [YAN 70, BEN 79, KHA 92, KHA 94,
VER 97b], des difficulte´s de convergence de la me´thode du tir qui semblent dues au fait que
la fonction e´cart a` optimiser est tre`s irre´gulie`re et pre´sente des ≪ valle´es ≫ tre`s e´troites au
voisinage de la solution. Nous n’avons ainsi pu traiter que quelques cas de cylindres droits avec
un rapport hauteur sur rayon initial d’au plus 5.
Ces difficulte´s nous ont ainsi incite´s a` chercher une autre me´thode de re´solution plus robuste,
et permettant de re´soudre des cas de ge´ome´trie quelconque.
IV.2.4 La me´thode des e´le´ments finis
La me´thode des e´le´ments finis a de´ja` e´te´ utilise´e pour traiter les proble`mes de souﬄage
de membranes axisyme´triques [CHA 89] ou pour des ge´ome´tries tridimensionnelles [CHA 89,
DEL 91, SON 91, KHA 94, RAC 94, VER 01b]. Elle souffre cependant d’un proble`me de facetti-
sation d’autant plus important que les ge´ome´tries non-de´forme´e et de´forme´e sont souvent tre`s
diffe´rentes. Les grandes transformations subies par les paraisons incitent a` utiliser des me´thodes
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de maillage adaptatif, autant pour ame´liorer les re´sultats en termes de re´partition d’e´paisseur
finale que pour respecter la ge´ome´trie de´forme´e de la membrane localement tre`s e´tire´e et tre`s
courbe´e. Ces dernie`res tendent alors a` augmenter de manie`re conside´rable le nombre de degre´s
de liberte´ ne´cessaires aux mode`les, meˆme dans des cas simples.
Pour contrecarrer ce proble`me de facettisation, notre choix s’est porte´ vers une me´thode
alternative, couplant la me´thode des e´le´ments finis a` une description de la membrane par des
fonctions de forme B-splines. C’est cette approche que nous de´crivons dans la section suivante.
IV.3 Mode´lisation des membranes par B-splines
IV.3.1 Pre´sentation
Afin de re´soudre le proble`me de simulation du souﬄage de membranes hypere´lastiques ax-
isyme´triques, nous choisissons de de´velopper un mode`le e´le´ments finis particulier reposant sur
les proprie´te´s mathe´matiques des fonctions B-spline et permettant d’obtenir des champs de
de´formation et de contrainte continus le long de la membrane. Ces travaux ont fait l’objet d’une
publication dans le journal Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering
en 2001 [VER 01a] sous le titre de ≪ Axisymmetric B-spline model for the non-linear inflation
of rubberlike membranes ≫ . Nous reprenons dans cette section, les ide´es principales de´veloppe´es
dans l’article. Celui-ci est par ailleurs pre´sente´ dans l’annexe ??.
IV.3.2 L’e´le´ment B-spline
L’utilisation des fonctions de forme de type B-spline pour re´soudre des proble`mes me´caniques
est relativement re´cente. Bien que les premiers travaux aient de´bute´ a` la fin des anne´es 1970, le
nombre de proble`mes traite´s reste faible. Des e´tudes contemporaines utilisant ce type d’approche
existent pour des proble`mes non-line´aires de poutres ou de plaques en statique ou en dy-
namique [VER 98a, PAT 99, SHE 00]. Ces travaux pre´sentent les e´le´ments finis spline comme
plus e´conomiques que les e´le´ments finis classiques (fonctions d’interpolation de Lagrange) pour
un meˆme ordre de pre´cision [PAT 98]. Cependant, la re´solution des proble`mes de membranes en
tre`s grandes de´formations par ce type de me´thode n’est pas, a` notre connaissance, traite´e dans
la litte´rature.
IV.3.2.1 De´finition
Les fonctions B-splines de degre´ l sont des splines de´veloppe´es dans une base polynoˆmiale
particulie`re et de degre´ l. Elles pre´sentent l’avantage d’eˆtre de classe Cl−1 tout en ne comportant
qu’un degre´ de liberte´ par noeud ou par poˆle (point de controˆle des splines). Les fondements
mathe´matiques des splines peuvent eˆtre trouve´s dans les ouvrages de De Boor [BOO 78] et de
Ha¨mmerlin et Hoffmann [HAM 91].
Conside´rons un intervalle [a, b] ⊂ R de´compose´ en sous-intervalles par un ensemble de m+1
points (ξi)i=0,m avec ξ
0 = a et ξm = b. Une fonction f : [a, b] → R est une spline polynoˆmiale
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de degre´ l (l e´tant un entier positif) si elle satisfait les conditions suivantes :
(i) f est de classe Cl−1 sur [a, b] ;
(ii) f est une fonction polynoˆmiale de degre´ l sur chaque sous-intervalle [ξi, ξi+1[ pour i =
0, . . . ,m− 1.
Il peut eˆtre de´montre´ que l’ensemble des splines de degre´ l associe´es a` un jeu de points (ξi)i=0,m
est un espace line´aire de dimension m + l [HAM 91]. Cet espace est note´ Sl
{
(ξi)i=0,m
}
. Les
splines line´aires (l = 1), quadratiques (l = 2) et cubiques sont les plus largement utilise´es.
Une base particulie`re de splines nomme´es ”Basic Spline Curves” (d’ou` le nom de ≪ B-
splines ≫ ) a e´te´ introduite par Schoenberg [SCH 46a], [SCH 46b]. Ces fonctions splines sont
de´finies comme une base de l’espace Sl
{
(ξi)i=0,m
}
.
Nous choisissons de nous focaliser sur les splines cubiques de´finies sur [0, 1], intervalle de
re´fe´rence de notre e´le´ment fini. Avec la notation pre´ce´dente, nous avons donc a = 0 et b = 1, et
l’espace line´aire conside´re´ est S3
{
(ξi)i=0,m
}
de dimension m+3. Une spline f de S3
{
(ξi)i=0,m
}
se de´compose de manie`re unique sur la base des B-splines :
f(ξ) =
m+1∑
i=−1
vi Bi(ξ) (IV.22)
ou` (vi)i=−1,m+1 sont les parame`tres de la spline f et (Bi(ξ))i=−1,m+1 sont des fonctions polynoˆmiales
de´finies par morceaux suivant l’e´quation :
Bi(ξ) =

0 ξ ≤ ξi−2
(ξ−ξi−2)3
(ξi+1−ξi−2)(ξi−ξi−2)(ξi−1−ξi−2) ξ
i−2 ≤ ξ < ξi−1
(ξ−ξi−2)2(ξi−ξ)
(ξi+1−ξi−2)(ξi−ξi−2)(ξi−ξi−1)
+
(ξi+1−ξ)(ξ−ξi−1)(ξ−ξi−2)
(ξi+1−ξi−1)(ξi−ξi−1)(ξi+1−ξi−2)
+
(ξ−ξi−1)2(ξi+2−ξ)
(ξi+1−ξi−2)(ξi−ξi−1)(ξi+2−ξi−1)
ξi−1 ≤ ξ < ξi
(ξi+1−ξ)2(ξ−ξi−2)
(ξi+1−ξi−2)(ξi+1−ξi−1)(ξi+1−ξi)
+
(ξi+2−ξ)(ξi+1−ξ)(ξ−ξi−1)
(ξi+2−ξi−1)(ξi+1−ξi−1)(ξi+1−ξi)
+
(ξi+2−ξ)2(ξ−ξi)
(ξi+2−ξi−1)(ξi+2−ξi)(ξi+1−ξi)
ξi ≤ ξ < ξi+1
(ξi+2−ξ)3
(ξi+2−ξi−1)(ξi+2−ξi)(ξi+2−ξi+1) ξ
i+1 ≤ ξ < ξi+2
0 ξi+2 ≤ ξ
(IV.23)
avec la convention :
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- ξi = ξ0 pour i ≤ 0 ;
- ξi = ξm pour i ≥ m ;
- les deux conventions pre´ce´dente entraˆınant des termes nuls en de´nominateur, nous adop-
tons e´galement la convention : 0/0 = 0.
Dans l’espace de de´finition de la fonction f , les points de´finis par les coordonne´es (ξi, vi) sont
appele´s poˆles ou points de controˆle (knots en anglais) de la spline.
La figure IV.3 repre´sente quelques unes des douze fonctions B-splines cubiques (Bi(ξ))i=0,11
pour une partition re´gulie`re de l’intervalle [0, 1] en dix sous-intervalles. On constate que les fonc-
tions (Bi(ξ))i=3,8 sont des fonctions ≪ cloches ≫ centre´e sur ξ
i et nulle en dehors de l’intervalle
[ξi−2, ξi + 2].
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Figure IV.3 : Fonctions polynoˆmiales B-splines pour un ensemble de onze points ξi e´quidistants
sur [0,1]
IV.3.2.2 Interpolation d’une courbe dans un espace de dimension deux
Interpolation de la membrane
La description de la ge´ome´trie d’une membrane axisyme´trique peut se re´duire a` la courbe
ge´ne´ratrice moyenne de´finie dans un repe`re cylindrique. Cette courbe continue de dimension
deux est note´e L. Tout point mate´riel P de la courbe est de´fini par ses coordonne´es (R(s), Z(s)),
ou` s est la coordonne´e curviligne adimensionnalise´e variant de 0 a` 1 le long de la courbe, et ou`
R(s) et Z(s) sont respectivement les coordonne´es radiale et axiale.
Nous discre´tisons cette courbe en n sous-domaines. Les bornes de ces sous-domaines sont les
n+1 points (N j)j=0,n appele´s nœuds par similitude avec la me´thode des e´le´ments finis classique.
Les coordonne´es du nœud N j sont note´es (Rj , Zj) et sa coordonne´es curvilignes est note´e sj .
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Conside´rons un ensemble ΩL de m points de [0, 1]. Tout point de coordonne´es R(s) et Z(s)
peut eˆtre interpole´ par deux splines de S3 {ΩL} :
R(s) =
m+1∑
i=−1
αi Bi(s) (IV.24)
Z(s) =
m+1∑
i=−1
βi Bi(s) (IV.25)
ou`
(
αi
)
i=−1,m+1 et
(
βi
)
i=−1,m+1 sont les parame`tres des deux splines. Par extension du vocab-
ulaire pre´ce´dent, les points de´finis par les coordonne´es (αi, βi)i=−1,m+1 sont appele´s poˆles ou
points de controˆle de la spline de dimension deux. Les coordonne´es curvilignes des poˆles sont
(ξi)i=−1,m+1.
Pour chaque spline, m+3 parame`tres doivent eˆtre de´termine´s de manie`re unique. Pour cela,
nous devons e´tablir m + 3 relations inde´pendantes. En prenant en compte les deux conditions
limites angulaires aux extre´mite´s (rotation libre de courbure nulle ou rotation impose´e), nous
re´duisons ce nombre a` m + 1. Les n + 1 coordonne´es des nœuds fournissent les seules autres
relations possibles, nous devons donc choisir m = n. Le nombre de points (ξi) doit donc eˆtre
e´gal au nombre de nœuds. De manie`re arbitraire, nous choisissons de fixer les coordonne´es
curvilignes (ξi) de sorte que :
ξi = si pour i = 0, . . . , n (IV.26)
Dans la suite, m sera de´sormais remplace´ par n, et les coordonne´es ξ seront remplace´es par s.
Conditions aux limites
Comme nous l’avons pre´cise´ ci-dessus, les conditions limites de la spline fournissent deux
e´quations. On distingue deux types de conditions limites possibles. Nous de´taillons ici le cas
d’une des extre´mite´s de la membrane, le noeud N0, le cas de l’autre extre´mite´ Nn pouvant se
de´duire par des de´veloppements similaires.
Dans le cas ou` le premier nœud n’est pas situe´ sur l’axe de syme´trie, nous avons, pour les
deux coordonne´es, une condition d’extre´mite´ naturelle, ce qui se traduit par une courbure nulle
par rapport a` s [HAM 91] :
R′′(0) = 0 (IV.27)
Z ′′(0) = 0 (IV.28)
ou` la notation (.)′′ de´signe la de´rive´e seconde par rapport a` s. Les e´quations (IV.27) et (IV.28)
permettent de re´-e´crire les e´quations (IV.24) et (IV.25) comme une se´rie de n + 1 fonctions
polynoˆmiales sous la forme :
R(s) =
n∑
i=0
αi Bir(s) (IV.29)
Z(s) =
n∑
i=0
βi Biz(s) (IV.30)
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ou` les nouvelles fonctions de base Bir(s)i=0,n sont donne´es par :
Bir(s) =

−2s0 + s1 + s2
s2 − s0 B
−1 + B0(s) pour i = 0
s0 − s1
s2 − s0 B
−1 + B1(s) pour i = 1
Bi(s) pour i = 2, . . . , n− 2
de´pend de la condition limite au nœud Nn pour i = n− 1, n
(IV.31)
Les nouvelles fonctions Biz(s)i=0,n sont de´finies de la meˆme manie`re.
Dans le cas ou` le premier nœud se situe sur l’axe de syme´trie, les deux fonctions spline
R(s) et Z(s) ont la meˆme condition limite en N0. Le noeud doit rester sur l’axe au cours de la
de´formation, c’est-a`-dire R(0) = 0, et la condition limite est une condition d’extre´mite´ naturelle,
c’est-a`-dire R′′(0) = 0. D’autre part, la coordonne´e axiale Z(s) en N0 doit ve´rifier la condition
d’extre´mite´ de Hermite [HAM 91], a` savoir :
Z ′(0) = 0 (IV.32)
Cette condition traduit un angle droit entre la membrane et l’axe de syme´trie. Les nouvelles
fonctions Biz(s) s’e´crivent dans ce cas :
Biz(s) =

B−1 + B0(s) for i = 0
Bi(s) for i = 1, . . . , n− 2
de la condition limite au nœud Nn for i = n− 1, n
(IV.33)
alors que les fonction Bir(s)i=0,n s’e´crivent comme pre´ce´demment (Eq.(IV.31)).
Nous constatons ainsi que les conditions aux limites peuvent s’imposer de manie`re stricte,
contrairement aux e´le´ments finis de membranes classiques.
Interpolation des de´placements et proprie´te´s
De manie`re similaire aux e´le´ments finis classiques, nous choisissons de construire un e´le´ment
isoparame´trique : les meˆmes fonctions d’interpolation (IV.24) sont utilise´es pour de´crire la
ge´ome´trie et les de´placements. Les de´placements radiaux et axiaux sont respectivement note´s
ur(s) et uz(s), et sont de´crits par deux nouvelles splines :
ur(s) =
n∑
i=0
γi Bir(s) (IV.34)
uz(s) =
n∑
i=0
δi Biz(s) (IV.35)
ou` (γi)i=0,n et (δ
i)i=0,n sont les parame`tres des deux splines.
Afin de de´terminer les valeurs des parame`tres des splines, nous introduisons deux matrices
carre´es Ar et Az de dimension n + 1. Les coefficients A
ij
r de Ar et A
ij
z de Az sont donne´s par
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les relations :
Aijr = B
j
r(s
i) (IV.36)
Aijz = B
j
z(s
i) (IV.37)
Ainsi, les parame`tres (αi)i=0,n, (β
i)i=0,n, (γ
i)i=0,n et (δ
i)i=0,n sont obtenus respectivement par
les e´quations (IV.24), (IV.25), (IV.34) et (IV.35) e´crites pour chaque nœud. Ceci fournit le
syste`me d’e´quations line´aires suivant :
n∑
j=0
Aijr α
j = Ri pour i = 0, n (IV.38)
n∑
j=0
Aijz β
j = Zi pour i = 0, n (IV.39)
n∑
j=0
Aijr γ
j = uir pour i = 0, n (IV.40)
n∑
j=0
Aijz δ
j = uiz pour i = 0, n (IV.41)
dans lequel (uir, u
i
z) sont les de´placements nodaux du nœud N
i.
Les coordonne´es (r(s), z(s)) de tout point mate´riel de la membrane peuvent maintenant eˆtre
calcule´es par la relation :
r(s) = R(s) + ur(s) =
n∑
i=0
Bir(s) (α
i + γi) (IV.42)
z(s) = Z(s) + uz(s) =
n∑
i=0
Biz(s) (β
i + δi) (IV.43)
Ainsi, les e´quations (IV.42), (IV.43) (IV.40) et (IV.41), permettent d’e´tablir les proprie´te´s
suivantes :
∂r
∂uir
(s) =
n∑
j=0
Bjr(s)A
⋆ji
r
∂r
∂uiz
(s) = 0 (IV.44)
∂z
∂uir
(s) = 0
∂z
∂uiz
(s) =
n∑
j=0
Bjz(s)A
⋆ji
z (IV.45)
∂r′
∂uir
(s) =
n∑
j=0
Bj
′
r (s)A
⋆ji
r
∂r′
∂uiz
(s) = 0 (IV.46)
∂z′
∂uir
(s) = 0
∂z′
∂uiz
(s) =
n∑
j=0
Bj
′
z (s)A
⋆ji
z (IV.47)
dans lesquelles les matrices A⋆r et A
⋆
z sont respectivement les matrices inverses de Ar et Az.
Ces fonctions sont utiles lors de l’e´criture du principe des travaux virtuels par de´rivation de
l’e´nergie de de´formation de la membrane suivant des variations virtuelles des variables nodales
uir et u
i
z.
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IV.3.3 Equations d’e´quilibre et proce´dure de re´solution
IV.3.3.1 Mise en e´quations
Dans cette partie, nous de´crirons sommairement la mise en e´quation du proble`me me´canique.
Le lecteur pourra se re´fe´rer a` l’article [VER 01a] pre´sente´ dans l’annexe ?? pour plus de de´tails.
Relations cine´matiques et loi de comportement
Nous conside´rons toujours les hypothe`ses de´crites dans la partie IV.2.1. Un point mate´riel
(R, Θ, Z) dans la configuration initiale se de´place en (r, θ, z). Par hypothe`se d’axisyme´trie :
r = R + ur (IV.48)
θ = Θ (IV.49)
z = Z + uz (IV.50)
ou` ur et uz sont les de´placements radial et axial respectivement. La ge´ome´trie initiale se re´duit
bien a` une courbe unidimensionnelle continue de longueur L. (R,Z), (r, z), H et h respective-
ment les coordonne´es initiales, les coordonne´es dans l’e´tat de´forme´, la re´partition d’e´paisseur
initiale et la re´partition d’e´paisseur dans l’e´tat de´forme´ sont des fonctions de´pendant seulement
de l’abscisse curviligne s [YAN 70]. Nous choisissons s variant de 0 a` 1 alors que l’abscisse
curviligne physique varie de 0 a` L. Les directions et les e´longations principales sont les meˆmes
que celles e´tablies dans la section IV.2.1.
Nous nous inte´ressons alors a` un mate´riau de type Mooney-Rivlin [MOO 40] que nous
e´crivons, tenant compte de l’incompressibilite´, sous la forme :
W = C
[(
λ21 + λ
2
2 + λ
−2
1 λ
−2
2 − 3
)
+ α
(
λ−21 + λ
−2
2 + λ
2
1λ
2
2 − 3
)]
(IV.51)
ou` C and α sont les parame`tres mate´riels. La membrane e´tant en e´tat de contraintes planes,
les composantes du second tenseur de Piola-Kirchhoff S1, S2 et S3 (respectivement contrainte
me´ridienne, circonfe´rentielle et normale a` la surface) s’e´crivent :
S1 = 2C
(
1− 1
λ41λ
2
2
)(
1 + αλ22
)
(IV.52)
S2 = 2C
(
1− 1
λ21λ
4
2
)(
1 + αλ21
)
(IV.53)
S3 = 0 (IV.54)
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Principe des travaux virtuels
En ne´gligeant le poids propre et l’inertie de la structure, le principe des travaux virtuels se
traduit par le relation :
g(−→u , δ−→u , p) =
∫ l
0
2pi R L H (S1 λ1 δλ1 + S2 λ2 δλ2) ds
−
∫ l
0
2pi p r
(
δur z
′ − δuz r′
)
ds ∀ δ−→u (IV.55)
ou` p est la pression sur la face interne de la paraison, δ−→u le vecteur des de´placements virtuels.
Le premier terme repre´sente le travail virtuel des efforts internes tandis que le second terme
repre´sente le travail virtuel du chargement exte´rieur de´fini sur la configuration courante (pres-
sion).
De manie`re analogue aux e´le´ments finis classiques, nous discre´tisons la membrane par n
segments de´limite´s par n+1 nœuds (N i)i=0,n, mais nous utilisons, dans notre cas, l’interpolation
par B-splines de´crite pre´ce´demment. Nous aboutissons alors a` un syste`me d’e´quations non-
line´aires de la forme : −→
G(
−→
U , p) =
−→
F int(
−→
U )−−→F ext(−→U , p) = 0 (IV.56)
ou`
−→
U ,
−→
F int(
−→
U ) et
−→
F ext(
−→
U , p) sont respectivement le vecteur des de´placements nodaux, le vecteur
des forces internes et le vecteur des forces externes.
IV.3.3.2 Proce´dures de re´solution nume´rique
Pour re´soudre l’e´quation (IV.56), nous utilisons, dans un premier temps, le sche´ma classique
de Newton-Raphson en imposant des incre´ments de pression ∆p pour e´valuer les premiers points
de la courbe de re´ponses de la structure. Ce sche´ma ne peut cependant pas eˆtre conserve´ pour
de´terminer l’ensemble des positions d’e´quilibre de la membrane. Comme nous l’avons de´ja`
mentionne´, des phe´nome`nes d’instabilite´ faisant apparaˆıtre des points limites sur la courbe
de re´ponse [BEA 87, VER 99] nous obligent a` adopter une me´thode de continuation. Nous
choisissons alors de de´velopper la me´thode de longueur d’arc [RIK 72, CRI 94].
Conside´rons un point d’e´quilibre connu de´fini par le vecteur des de´placements nodaux
−→
Ue et
la pression interne pe.
−→
Ue et pe ve´rifient l’e´quation d’e´quilibre (IV.56). Nous cherchons alors
un nouveau point d’e´quilibre de´fini par les incre´ments de de´placements ∆
−→
U et de pression ∆p
ve´rifiant : −→
G(
−→
Ue + ∆
−→
U , pe + ∆p) = 0 (IV.57)
La me´thode de longueur d’arc consiste alors a` ajouter une relation entre ∆
−→
U et ∆p qui limite
l’espace des solutions a` une hypersphe`re de´finie par la norme :
A(∆
−→
U ,∆p) =
(
‖∆−→U ‖2 + ψ2‖∆−→F ext‖2
)
− da2 (IV.58)
ou` ∆
−→
F ext est l’incre´ment de forces externes, ψ un facteur d’e´chelle entre les composantes
de de´placements et d’efforts et da la longueur d’arc choisie. Nous choisissons de prendre ψ
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e´gale a` ze´ro, ce qui re´duit la me´thode a` un controˆle par longueur d’arc sur les de´placements
seuls [BAT 79].
Nous construisons la suite de points de l’espace des solutions, de´finie par ∆
−→
U i+1 = ∆
−→
U i +
d
−→
U i+1 et ∆pi+1 = ∆pi + dpi+1 et nous appliquons alors la me´thode de Newton-Raphson au
nouveau syste`me d’e´quations :
−→
G(
−→
Ue + ∆
−→
U i+1, pe + ∆p
i+1) = 0 (IV.59)
A(∆
−→
U i+1, ∆pi+1) = 0 (IV.60)
ce qui permet d’aboutir au syste`me a` re´soudre :[
K −−→f ext
2∆
−→
U iT 0
]{
d
−→
U i+1
dpi+1
}
= −
{−→
G i
Ai
}
(IV.61)
ou` le symbole ·T de´signe l’ope´rateur transposition et avec les notations suivantes :
−→
f ext(
−→
U ) =
∂
−→
G
∂p
(
−→
Ue + ∆
−→
U ipe + ∆p
i) (IV.62)
K =
∂
−→
G
∂
−→
U
(
−→
Ue + ∆
−→
U i, pe + ∆p
i) (IV.63)
−→
G i =
−→
G(
−→
Ue + ∆
−→
U i, pe + ∆p
i) (IV.64)
Ai = A(∆
−→
U i, ∆pi) (IV.65)
Comme nous le constatons, cette me´thode ne´cessite d’eˆtre initialise´e et ne peut donc pas
eˆtre applique´e de`s le premier incre´ment de mise en charge de la structure. Nous effectuons, pour
cela, la pre´diction ∆
−→
U pred et ∆ppred en supposant qu’il ve´rifie la premie`re e´quation du syste`me
(IV.61) avec
−→
G i =
−→
G(
−→
Ue, pe) =
−→
0 . Cela revient a` de´finir la solution suivant la raideur tangente
de la structure :
∆
−→
U pred = ∆ppred d
−→
U tan (IV.66)
ou`
−→
dU tan est l’incre´ment de de´placement tangent :
d
−→
U tan = K−1
−→
f ext (IV.67)
Nous utilisons alors l’e´quation (IV.58) pour e´crire :
‖∆−→U pred‖2 = da2 (IV.68)
Ainsi, la pre´diction d’incre´ment de pression est donne´e par la relation :
∆ppred = ε
da
‖d−→U tan‖
avec ε = ±1 (IV.69)
Deux solutions sont alors possibles suivant le signe de ε. Afin de poursuivre le chemin de
chargement dans le meˆme sens, nous prenons le signe du produit scalaire ∆
−→
Ue · −→dU tan, ou` ∆−→Ue
est l’incre´ment entre les deux derniers points de la courbe d’e´quilibre :
ε = signe
[
∆
−→
Ue · d−→U tan
]
(IV.70)
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IV.3.4 Validation de l’approche
Afin de valider nos de´veloppements, des re´sultats de simulations nume´riques sont compare´s
avec des solutions issues de la bibliographie. Nous e´tudierons le cas de souﬄage du tube cylin-
drique infini, de la membrane sphe´rique et du tube cylindrique encastre´. Sur ce dernier cas, nous
nous inte´resserons a` la convergence au sens des e´le´ments finis de notre approche par B-splines
en regardant l’influence du nombres de noeuds du mode`le sur les re´sultats.
IV.3.4.1 Le tube cylindrique infini
Nous conside´rons un cylindre infini de rayon uniforme R0 dans l’e´tat non-de´forme´. Nous
e´tudions un tronc¸on de longueur L et d’e´paisseur initiale H. Son mate´riau est mode´lise´ par le
mode`le de Mooney-Rivlin re´duit aux parame`tres C et α de´fini par l’Eq. (IV.51). La ge´ome´trie
et les conditions aux limites sont de´crites sur la figure IV.4(a). Les deux extre´mite´s sont dans
des conditions limites naturelles en R et Z.
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Figure IV.4 : Souﬄage d’un tube cylindrique infini. (a) Description du mode`le. (b) Pression
re´duite en fonction du rayon adimensionnalise´ pour trois valeurs de α: (–) re´sultats
analytiques, (¤) re´sultats nume´riques.
La re´ponse du syste`me est une expansion uniforme sans accroissement de longueur du tronc¸on
(λ1 = 1) qui suit la courbe suivante [ALE 71] :
p = (1 + α)
(
1− 1
λ4
)
(IV.71)
ou` λ est le rayon adimensionnalise´ de´fini par :
λ =
r
R0
(IV.72)
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et p est la pression re´duite de´fini par :
p =
PR0
2CH
(IV.73)
La pression re´duite tend donc vers 1 + α lorsque le rayon tend vers l’infini. Les re´sultats
nume´riques sont pre´sente´s sur la figure IV.4(b) et compare´s a` la solution analytique. Ils ont e´te´
obtenus avec un e´le´ment a` 21 nœuds pour des valeurs respectives de R0, L, H et C e´gales a` 1;
10; 0, 01 et 1. Trois valeurs du parame`tre α ont e´te´ examine´es : α = 0., α = 0, 1 et α = 0, 25.
Les re´sultats nume´riques reproduisent avec une tre`s bonne pre´cision la solution analytique.
IV.3.4.2 La membrane sphe´rique
Cet exemple concerne une membrane sphe´rique en mate´riau de type Mooney-Rivlin, de rayon
inital R0 et d’e´paisseur uniforme H. La ge´ome´trie et les conditions aux limites sont de´crites sur
la figure IV.5(a).
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Figure IV.5 : Souﬄage d’une membrane sphe´rique. (a) Description du mode`le. (b) Pression
re´duite en fonction du rayon adimensionnalise´ pour diffe´rentes valeurs de α :
(–) re´sultats analytiques, (¤) re´sultats nume´riques.
Les deux extre´mite´s sont soumises a` des conditions de syme´trie axiale, correspondant a` une
condition naturelle en R et une condition d’Hermite en Z. La solution triviale du proble`me
conserve par ailleurs la proprie´te´ de sphe´ricite´. Le proble`me se re´duit alors a` une e´quation de
dimension un donne´e par [BEA 87] :
p =
(
1
λ
− 1
λ7
)(
1 + αλ2
)
(IV.74)
ou` λ est le rayon adimensionnalise´
λ =
r
R0
(IV.75)
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et p est la pression re´duite de´fini par :
p =
PR0
4CH
(IV.76)
L’e´quation (IV.74) a e´te´ largement e´tudie´e dans la litte´rature. La membrane pre´sente des
comportement diffe´rents selon la valeur donne´e au parame`tre α [VER 99]. Ainsi, pour α = 0, on
observe un point limite interdisant des valeurs de la pression supe´rieures a` une certaine valeur
maximale. Dans le cas ou` α = 0, 1, la courbe de re´ponse pre´sente deux points limites entre
lesquels la structures est instable. Enfin, pour α = 0, 25, la courbe de re´ponse est monotone et
la pression croˆıt avec le rayon de la sphe`re.
La membrane e´le´ment fini est discre´tise´e en 41 nœuds et les valeurs suivantes sont adopte´es :
R0 = 1, H = 0, 01 et C = 1. Les re´sultats nume´riques sont donne´s sur la figure IV.5(b). Elles
sont tre`s proches de la solution pour les trois valeurs de α e´voque´e ci-dessus.
IV.3.4.3 Le tube cylindrique encastre´ (ligature´)
Ce troisie`me exemple concerne le tube de longueur finie ligature´ a` ces deux extre´mite´s. Ce
proble`me ne pre´sente pas de solution analytique simple. Par ailleurs, il est instable et difficile a`
re´soudre [KHA 92].
Re´sultats nume´riques
Un cylindre de longueur L de rayon R0 et d’e´paisseur initiale uniforme H est mode´lise´ par
un demi-cylindre pre´sentant une syme´trie plane en Z = 0. Cette syme´trie est traduite par une
condition limite de Hermite et un de´placement axial nul, tandis que l’extre´mite´ ligature´e pre´sente
des de´placements radial et axial nuls avec une condition limite naturelle. Nous examinons
toujours le cas du mate´riau de type Mooney-Rivlin de parame`tres C et α.
Nous ge´ne´ralisons l’e´tude en de´finissant une pression interne re´duite p, de´duite de la pression
re´elle P par la relation :
p =
PR0
2CH
(IV.77)
De meˆme, le rayon est adimensionnalise´ par le rapport R/R0. L’e´lancement du cylindre est
de´fini de la meˆme manie`re par le rapport L/R0.
Le calcul est mene´ pour un e´lancement de 10 sur un demi-tube discre´tise´ par 101 nœuds
pour s’assurer de la convergence au sens des e´le´ments finis. La figure IV.6 montre les re´sultats
de simulation pour les valeurs de α e´tudie´es pre´ce´demment. On observe la pre´sence d’un point
limite pour α = 0, de deux points limites pour α = 0, 1 et d’une courbe stable pour α = 0, 25.
De meˆme, la figure IV.7 pre´sente l’e´volution du profil du tube au cours du souﬄage pour
les trois valeurs de α conside´re´es. Dans les cas ou` α = 0, 1 et α = 0, 25, la membrane gonfle de
manie`re re´gulie`re sur les parties stables et instables des courbes de re´ponse. En revanche, pour
α = 0 (mate´riau ne´o-hooke´en) on observe la formation d’une hernie (ou ventre, bulge en anglais)
sur la partie instable de sa courbe de re´ponse (une amorce d’hernie e´tait de´ja` perceptible pour
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Figure IV.6 : Pression re´duite en fonctions du rayon adimensionnalise´ sur le plan de syme´trie
pour trois valeurs de α.
p = 0, 87 et α = 0, 1). Ce phe´nome`ne a e´te´ observe´ pre´ce´demment par d’autres auteurs [KYR 91],
[VER 01b].
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Figure IV.7 : Evolution du profil du tube cylindrique ligature´ au cours du souﬄage : (a) α = 0,
(b) α = 0, 1 et (c) α = 0, 25.
Etude de convergence
Nous e´tudions a` pre´sent l’ordre de convergence de notre e´le´ment fini B-splines au sens des
e´le´ments finis, c’est-a`-dire l’e´volution de la solution nume´rique lorsque le nombre de nœuds du
mode`le croˆıt. Le calcul pre´ce´dent avec 101 nœuds est alors pris comme solution de re´fe´rence.
Six autres simulations sont alors effectue´es en prenant une re´partition uniforme de 5, 11, 21, 31,
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41 et 51 nœuds. Deux rapports sont alors de´finis. Le premier est e´value´ sur la courbe d’e´quilibre
et est note´ Rl (loading curve ratio). Il est e´gal a` la diffe´rence la plus grande entre la courbe de
re´ponse pour le maillage conside´re´ et la courbe de re´fe´rence. Le second est utilise´ pour e´valuer
l’erreur sur la forme du profil. Il est note´ Rp (profile ratio) et est e´gal a` la distance entre deux
profils pour un meˆme rayon au plan de syme´trie. Ce calcul est effectue´ pour toutes les pressions
au cours du chargement et la plus grande valeur est retenue comme crite`re. Nous trac¸ons alors
l’e´volution du logarithme de ces deux crite`res (figure IV.8) en fonction du logarithme de 1/N ,
ou` N est le nombre de nœuds (crite`re lie´ a` la distance entre deux nœuds). Les deux crite`res
pre´sentent des ordres de convergence similaires (pente des courbes de la figure IV.8).
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Figure IV.8 : Proprie´te´s de convergence (a) crite`re Rl, (b) crite`re Rp: (◦) α = 0, (¤) α = 0, 1
et (△) α = 0, 25.
IV.3.5 Contribution de l’article
Nous avons de´veloppe´ un e´le´ment fini spline permettant de re´soudre le proble`me de souﬄage
libre quasi-statique d’une membrane hypere´lastique axisyme´trique en tre`s grandes transforma-
tions. L’approche permet en outre de traiter les cas de souﬄage instables par la me´thode de
longueur d’arc. Les champs issus du calcul (contraintes, de´formations, e´paisseurs) sont des fonc-
tions continues de par l’appartenance a` la classe C2 du champ d’interpolation des de´placements.
Ceci offre donc une alternative inte´ressante a` la me´thode de Runge-Kutta applique´e aux EDO
de´crivant l’e´quilibre local du syste`me. Sa rapidite´ d’exe´cution (faible nombre de degre´s de lib-
erte´ pour une pre´cision donne´e), sa polyvalence (lie´e a` la me´thode des e´le´ments finis) ainsi que
sa stabilite´ (lie´e a` l’utilisation de la me´thode de longueur d’arc) en font un outil ide´al pour
introduire la mode´lisation d’un proce´de´ de souﬄage dans une boucle d’optimisation. Il offre
en particulier la possibilite´, contrairement aux EF standards [HAS 99], de ge´rer les syme´tries
de fac¸on stricte en bloquant des rotations aux extre´mite´s, alors meˆme que les degre´s de liberte´
disponibles sont des de´placements.
Les inconve´nients de cette me´thode sont lie´s a` ses avantages : a` cause de la re´gularite´ des
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courbes repre´sentant la ge´ome´trie de la membrane et la continuite´ des champs de contrainte ou
d’e´paisseur, il nous est actuellement difficile de quantifier les erreurs lie´es a` la discre´tisation, en
dehors de la comparaison avec des mode`les analytiques connus ou des mode`les e´le´ments finis
standards, comme ceux traite´s dans l’article. A ce titre, le souﬄage du cylindre de longueur
L = 10 encastre´ a e´te´ simule´ sous SAMCEF V9.1 pour une valeur de α e´gale a` 0 et le meˆme
nombre de degre´s de liberte´ (cas de souﬄage instable a` ge´ome´trie complexe). Les re´sultats
sont pre´sente´s sur les figures IV.4 et IV.5. Ces dernie`res sont a` comparer respectivement aux
figures IV.6 et IV.7(a). Les deux approches fournissent, des re´sultats identiques pour un maillage
tre`s fin de 101 noeuds.
Si l’inte´reˆt d’une formulation B-spline pour un proble`me axisyme´trique n’apparaˆıt pas claire-
ment a` la vue du dernier exemple (les EF standards re´pondent bien au proble`me), il en est tout
autre pour les proble`mes non-axisyme´triques avec e´le´ments surfaciques. L’extension de notre
me´thode aux surfaces splines permettrait en effet de limiter conside´rablement le nombre de
degre´s de liberte´, a` l’instar de l’e´le´ment surfacique ≪ continu ≫ de´veloppe´ par Chevaugeon
dans le cadre de sa the`se [CHE 02].
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Figure IV.9 : Pression re´duite en fonction du rayon maximum pour α = 0.
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Figure IV.10 : Evolution du profil du cylindre durant le souﬄage pour α = 0.
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IV.4 Utilisation des mode`les de chaˆınes
Depuis quelques anne´es, les mode`les classiques de comportement de Mooney-Rivlin [MOO 40]
ou d’Ogden [OGD 72] sont remplace´s par des mode`les fonde´s sur la statistique de re´seau de
chaˆınes mole´culaires dans les applications d’inge´nieur [ALL 96]. La de´termination des parame`tres
constitutifs est ge´ne´ralement effectue´e par des essais de de´formation homoge`ne (traction uniax-
iale, glissement pur, ...). Lorsqu’ils souhaitent e´tudier le comportement en extension biaxiale,
les auteurs utilisent e´galement le souﬄage de membranes circulaires planes [JOY 72, SCH 75,
REU 02]. Dans ce cas, la re´partition non-homoge`ne des de´formations ne´cessite l’utilisation
de me´thodes nume´riques, faisant appel ge´ne´ralement a` des mode`les phe´nome´nologiques de com-
portement. Nous choisissons ici de nous inte´resser aux solutions nume´riques utilisant des mode`les
statistiques de re´seau de chaˆınes mole´culaires. Cette e´tude a fait l’objet d’une publication dans la
revue International Journal of Non-Linear Mechanics en 2003 [VER 03b] intitule´e ≪ In-
flation of elastomeric circular membrane using network constitutive equations ≫ et pre´sente´e
dans l’annexe ??. Elle utilise la me´thode de re´solution nume´rique par e´le´ment fini B-spline
de´veloppe´ dans la section pre´ce´dente. Les re´sultats nume´riques du ballon sphe´rique et de la
membrane circulaire initialement plane sont pre´sente´s sous la forme des courbes d’e´quilibre des
membranes, ainsi que des profils de distribution des extensions principales.
IV.4.1 Description des mode`les de comportement
Les mode`les de comportement utilise´s dans notre e´tude sont le mode`le ne´o-hooke´en, les
mode`les appele´s 3-chaˆınes et 8-chaˆınes ainsi que le mode`le de re´seau complet (full network)
approche´ de chaˆınes de Wu et Van der Giessen [WU 92]. Nous rappelons rapidement leur
formulation respective.
IV.4.1.1 Le mode`le gaussien de Treloar
Treloar est le premier a` proposer une approche statistique pour traiter l’e´lasticite´ caoutchou-
tique. Il adopte alors une re´partition gaussienne de conformation de chaˆınes de re´seau et aboutit
au mode`le ne´o-hooke´en dont la fonction d’e´nergie de de´formation s’e´crit :
W =
1
2
nkT (I1 − 3) (IV.78)
ou` n de´signe le nombre moyen de chaˆınes par unite´ de volume, k est la constante de Boltzmann
et T la tempe´rature absolue. I1 de´signe toujours le premier invariant du tenseur gradient de
dilatation. On notera par la suite :
CR = nkT (IV.79)
Ce mode`le est limite´ aux petites de´formations et ne peut pas prendre en compte le raidissement
final observe´ en traction uniaxiale.
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IV.4.1.2 Les mode`les statistiques non-gaussiens
Pour lever la limitation du mode`le ne´o-hooke´en, James et Guth [JAM 43] ont de´veloppe´
un mode`le fonde´ sur la the´orie statistique non-gaussienne d’e´lasticite´ d’une chaˆıne isole´e de
Kuhn et Gru¨n [KUH 42]. James et Guth construisent un mode`le selon lequel les chaˆınes sont
distribue´es suivant les trois directions principales de de´formation. Les contraintes principales de
Cauchy (σi)i=1,3 de ce mode`le, appele´ mode`le 3-chaˆınes, s’e´crivent alors comme des fonctions
des extensions principales (λi)i=1,3 :
σ3-chaˆınesi = −
p
λi
+
1
3
CR
√
N L−1
(
λi√
N
)
(IV.80)
ou` p est la pression hydrostatique introduite par l’hypothe`se d’incompressibilite´.
Un autre mode`le utilise´ pour notre e´tude est le mode`le 8-chaˆınes d’Arruda et Boyce [ARR 93]
de´ja` e´voque´ dans la section III.2.2.1 dont les contraintes principales de Cauchy ont pour expres-
sion :
σ8-chaˆınesi = −
p
λi
+
1
3
CR
√
N
λi
λch
L−1
(
λch√
N
)
(IV.81)
ou` λch est l’extension des chaˆınes du mode`le :
λch =
√
(λ21 + λ
2
2 + λ
2
3)/3 (IV.82)
Pour ces deux mode`les N de´signe le nombre moyen de monome`res constituant les chaˆınes
des mode`les respectifs et L est la fonction de Langevin (voir section III.2).
Le dernier mode`le conside´re´ dans notre e´tude est le mode`le propose´ par Wu et van der
Giessen [WU 92] pour approcher le mode`le de re´seau complet ou` les chaˆınes de re´seau sont
distribue´es uniforme´ment sur une sphe`re unite´ [WU 93]. Pour simplifier le mode`le inte´gral,
Wu and van der Giessen proposent une combinaison des mode`les 3-chaˆınes et 8-chaˆınes qu’ils
nomment approached full network. L’expression des contraintes principales est alors :
σfull networki = (1− ρ)σ3-chaˆınesi + ρ σ8-chaˆınesi (IV.83)
ou` ρ est un parame`tre lie´ a` l’extension principale maximale :
ρ =
0, 85√
N
max(λ1, λ2, λ3) (IV.84)
Le facteur 0, 85 est fourni par les auteurs pour donner la meilleure corre´lation avec le mode`le
inte´gral exact du re´seau complet.
IV.4.1.3 Identification des mode`les
Les diffe´rents mode`les pre´sente´s ci-dessus sont identifie´s a` partir du meˆme jeu de donne´es
expe´rimentales. Il s’agit des re´sultats d’extension uniaxiale sur du caoutchouc naturel reporte´s
dans les travaux de James et al. [JAM 75]. Les valeurs des parame`tres conside´re´s sont ceux
de´termine´s par Wu et van der Giessen [WU 93], a` savoir :
Notons que CR est identique pour l’ensemble des mode`les puisque les trois mode`les sont
e´quivalents au mode`le ne´o-hooke´en en petites de´formations.
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Mode`le CR (MPa) N
ne´o-hooke´en 0,4 -
3-chaˆınes 0,4 80
8-chaˆınes 0,4 25
full network approche´ 0,4 50
Tableau IV.1: Parame`tres mate´riels utilise´s
IV.4.2 Re´sultats nume´riques
IV.4.2.1 Le ballon sphe´rique
Nous reprenons dans un premier temps l’exemple du ballon sphe´rique utilise´ dans la sec-
tion IV.3.4.2 auquel nous appliquons successivement les quatre mode`les de mate´riau e´nonce´s
ci-dessus.
Le rayon initial r0 est fixe´ a` 1 pour une e´paisseur uniforme de 0,01. La membrane est inter-
pole´e par un e´le´ment B-spline a` 21 nœuds. Nous supposons que la membrane reste sphe´rique
et n’examinons que la solution triviale. Ainsi, les extensions principales me´ridienne λm, cir-
confe´rentielle λc et l’extension suivant l’e´paisseur λh ve´rifient les relations :
λm = λ , λc = λ , λh =
1
λ2
(IV.85)
ou` λ est le rayon adimensionnalise´ r/r0. Les courbes d’e´quilibre repre´sentant la pression en
fonction de λ sont pre´sente´es sur la figure IV.11 pour les quatre mode`les e´tudie´s.
La re´ponse des mode`les non-gaussiens pre´sente deux points limites dont le premier est proche
de celui du mode`le ne´o-hooke´en tandis que le second correspond au de´but d’une deuxie`me partie
stable de la courbe (phe´nome`ne de´ja` observe´ avec le mode`le de Mooney-Rivlin) [VER 99]. Le
tableau IV.2 pre´sente les valeurs nume´riques de ces points limites (λI , PI) et (λII , PII).
Mode`le λI PI λII PII
ne´o-hooke´en 1,40 4, 96 10−3 - -
3-chaˆınes 1,40 5, 04 10−3 5,71 1, 97 10−3
8-chaˆınes 1,39 5, 13 10−3 3,92 2, 88 10−3
full network approche´ 1,39 5, 08 10−3 5,10 2, 26 10−3
Tableau IV.2: Points limites du ballons sphe´rique
On observe que les valeurs de λI sont tre`s proches de la solution analytique ne´o-hooke´enne
e´gale a` 6
√
7 ≃ 1, 38. Ceci confirme que les trois mode`les sont proches en petites de´formations
λ ≤ 2, 0 pour une meˆme valeur du parame`tres CR. Pour les mode`les non-gaussiens, les
valeurs de λII et les courbes d’e´quilibre en grandes de´formation diffe`rent. Elles pre´sentent
cependant toutes des asymptotes verticales lorsque les chaˆınes des mode`les atteignent leur limite
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λ = r / r0
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Figure IV.11 : Pression en fonction de λ pour le ballon sphe´rique : (◦) mode´lisation par e´le´ment
fini-B-spline, (—) solution semi-analytique (ne´o-hooke´en), (— —) solution semi-
analytique (3-chaˆınes), (— · —) solution semi-analytique (8-chaˆınes), (. . .) solu-
tion semi-analytique (full network approche´)
d’extensibilite´. Cette limite peut eˆtre e´value´e pour les trois mode`les suivant les crite`res donne´s
par le tableau IV.3.
Mode`le crite`re λasymptote
3-chaˆınes λ =
√
N =
√
80 8,94
8-chaˆınes λch =
√
N =
√
25 6,12
full network approche´ max(λ, λch) = λ =
√
N =
√
50 7,07
Tableau IV.3: e´valuation des positions des asymptotes
Sur la figure IV.11, les derniers points atteints nume´riquement sont repre´sente´s par le dernier
rond (◦) de chacune des courbes respectives.
IV.4.2.2 La membrane plane circulaire
Nous conside´rons maintenant une membrane plane circulaire (disque) de rayon e´gal a` 1 et
d’e´paisseur uniforme e´gale a` 0,01. Le bord exte´rieur du disque est maintenu encastre´. Le mode`le
axisyme´trique est discre´tise´ en 21 nœuds. Le nœud situe´ au bord encastre´ et dans un e´tat de
de´formation de glissement pur :
λm , λc = 1 , λh =
1
λm
(IV.86)
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tandis que sur l’axe de syme´trie (appele´ poˆle et de rayon r = 0) la membrane est en e´tat de
de´formation e´quibiaxiale :
λm , λc = λm , λh =
1
λ2m
(IV.87)
la structure pre´sente un e´tat de de´formation non-homoge`ne le long de son me´ridien. La condition
de syme´trie axiale est traite´e dans la formulation de l’e´le´ment B-spline par une condition de
tangence nulle (z′ = 0) au poˆle prise en compte dans la fonction Bri (voir section IV.3.2.2).
Comme pour les e´le´ments finis classiques, nous imposons de plus un de´placement radial nul.
Nous e´tudions dans un premier temps les courbes d’e´quilibre pre´sentant la pression interne
de la bulle en fonction de la coordonne´e axiale du poˆle, note´e zpoˆle, pour les diffe´rents mode`les
de comportement. Les re´sultats nume´riques sont pre´sente´s sur la figure IV.12.
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Figure IV.12 : Pression en fonction de zpoˆle pour la membrane plane circulaire
Les valeurs des points limites de´tecte´s au cours du chargement pour les diffe´rentes courbes,
(zpoˆle I , PI) et (zpoˆle II , PII), sont rassemble´es dans le tableau IV.4.
Mode`le zpoˆle I PI zpoˆle II PII
ne´o-hooke´en 1,16 7, 52 10−3 - -
3-chaˆınes 1,23 7, 73 10−3 3,16 6, 09 10−3
8-chaˆınes 1,17 8, 01 10−3 2,17 7, 64 10−3
full network approache´ 1,26 7, 84 10−3 2,83 6, 66 10−3
Tableau IV.4: Points limites de la membrane plane circulaire.
La forme ge´ne´rale des courbes d’e´quilibre est similaire a` celle rencontre´e dans la cas du
ballon sphe´rique. Les premiers points limites (zpoˆle I , PI) sont encore une fois tre`s proches pour
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les diffe´rents mode`les. De meˆme, le raidissement est bien distinct pour chacune des courbes
correspondant aux mode`les non-gaussiens. La limite d’extensibilite´ des chaˆınes est nettement
marque´e par la partie verticale des courbes de re´ponses pre´sente´es sur la figure IV.12.
Nous examinons a` pre´sent les profils de de´formation des membranes illustre´s par la fig-
ure IV.13.
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Figure IV.13 : Profils de de´formation de la membrane plane circulaire : (a) ne´o-hooke´en, (b) 3-
chaˆınes, (c) 8-chaˆınes, (d) full network approche´. Le chiffre sur les courbes
indique la pression correspondante
Pour les quatre mode`les e´tudie´s, les profils correspondant a` des hauteurs de la bulle zpoˆle
e´gales a` 1, 2, 3 et 4, ainsi que le dernier profil atteint avant divergence nume´rique. On observe
que les profils sont similaires pour les quatre mode`les pour des valeurs de zpoˆle e´gales a` 1 et 2.
Pour des valeurs supe´rieures, c’est-a`-dire pour zpoˆle ≥ 3, les formes des mode`les non-gaussiens
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sont semblables entre elles mais diffe`rent de celui du mode`le ne´o-hooke´en. Ce dernier pre´sente
en effet une forme plus sphe´rique. Ainsi, cet exemple montre nettement l’influence de la limite
d’extensibilite´ sur les de´forme´es de structure souﬄe´es.
Cette remarque est confirme´e par les distributions d’e´paisseur en fonction du rayon initial
r0 au cours du chargement pre´sente´es sur la figure IV.14 . Comme l’ont signale´ Hassager et
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Figure IV.14 : distribution d’e´paisseur au cours du chargement pour la membrane plane circu-
laire : (a) ne´o-hooke´en, (b) 3-chaˆınes, (c) 8-chaˆınes, (d) full network approche´.
Le chiffre sur les courbes indique la valeur de zpoˆle.
al., la membrane ne´o-hooke´enne pre´sente un fort amincissement au voisinage du poˆle [HAS 99].
Pour les mode`les non-gaussiens cet amincissement est moins important quantitativement mais
couvre une zone beaucoup plus e´tendue. Le dernier profil pre´sente´ sur les figures IV.14(b), (c)
et (d) relatives aux mode`les non-gaussiens montre des distributions d’e´paisseur similaires. leur
diffe´rence avec la membrane ne´o-hooke´enne est par ailleurs tre`s significative. En particulier, on
observe pour cette dernie`re une e´paisseur constante sur le bord encastre´ pour des valeurs de
zpoˆle de 2, 3 et 4, alors qu’au poˆle l’e´paisseur tend vers ze´ro (voir figure IV.14(a)). Ceci s’oppose
aux re´sultats des trois autres mode`les pour lesquels l’e´paisseur e´volue fortement au cours du
chargement a` l’encastrement et reste borne´e au poˆle.
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Afin de mettre en e´vidence l’influence de la limite d’extensibilite´ des chaˆınes, mode´lise´e
par la fonction de Langevin dans les e´quations (IV.80), (IV.81) et (IV.83), la distribution des
extensions principales λm and λc le long de la membrane est pre´sente´e sur la figure IV.15.
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Figure IV.15 : Extension ratios in the circular plane membranes (—) λm, (· · · ) λc : (a) ne´o-
hooke´en, (b) 3-chaˆınes, (c) 8-chaˆınes, (d) full network approache´. Le chiffre sur
les courbes indique la valeur de zpoˆle.
Nous ve´rifions bien, dans un premier temps, que l’extension circonfe´rencielle λc varie en-
tre la valeur λm au poˆle et la valeur 1 sur le bord encastre´. La figure IV.15(a) montre que
pour la membrane ne´o-hooke´enne les extensions λc et λm sont similaires, comme l’ont de´montre´
pre´ce´demment Yang and Feng [YAN 70]. De plus, pour une hauteur de bulle zpoˆle = 5, les
extensions sont e´gales a` 25 au poˆle. Ce re´sultat n’a pas de signification physique et mon-
tre l’importance d’une bonne prise en compte de la limite d’extensibilite´ des chaˆınes dans la
mode´lisation en grandes de´formations. En revanche, dans le cas des mode`les non-gaussiens les
trois profils de distribution sont comparables pour un meˆme niveau de de´formation, bien que
les re´sultats du mode`le 8-chaˆınes (figures IV.15(c) pour zpoˆle = 4, 02) diffe`rent des mode`les
3-chaˆınes et full network approche´ (figure IV.15(b) pour zpoˆle = 5, 60 et figure IV.15(d) pour
zpoˆle = 3, 87). Dans ce dernier cas λm est plus important a` l’encastrement qu’au poˆle alors que
pour les mode`les 3-chaˆınes et full network, λm tend a` atteindre une valeur constante le long de
la membrane. Cette dernie`re remarque peut s’expliquer par l’observation de l’extensibilite´ des
chaˆınes. Rappelons d’abord qu’en un point mate´riel, l’extensibilite´ des chaˆınes est de´fini par
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la valeur de λch dont la valeur maximale le long de la membrane prend les valeurs pre´sente´es
dans le tableau IV.5. Dans les trois cas, quand λch max tend vers
√
N , le mate´riau se raidit et
Mode`le λch max re´sultat
3-chaˆınes max(λm, λc, λn) λm
8-chaˆınes
√
(λ2m + λ
2
c + λ
2
n)/3 -
full network approche´ max(λm, λc, λn,
√
(λ2m + λ
2
c + λ
2
n)/3) λm
Tableau IV.5: e´valuation des extensions maximales des chaˆınes
la re´ponse de la structure approche l’asymptote verticale (figure IV.12). La distribution de la
valeur de λch max est trace´e sur la figure IV.16 pour l’ensemble des points mate´riels situe´s le long
de la membrane.
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Figure IV.16 : Extensibilite´ maximale des chaˆınes dans la membrane plane circulaire : (—
) λch max le long de la membrane, (- -) valeur de
√
N : (a) 3-chaˆınes, (b) 8-chaˆınes,
(c) full network approche´. Le chiffre sur les courbes indique la valeur de zpoˆle.
Ces trois profils sont fortement similaires. Au cours du chargement, la distribution de λch max
passe d’un e´tat quasi-uniforme (zpoˆle = 1) a` un e´tat ou` le poˆle de la bulle est e´tire´ plus signi-
ficativement (2 ≤ zpoˆle ≤ 3) ; finalement, le profil tend a` s’uniformiser (3 < zpoˆle) a` mesure
que λch max approche de la valeur
√
N au poˆle. Les e´volutions en ce point deviennent alors
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minimes, et la membrane continue de gonfler comme si une inclusion rigide avait pris place sur
un voisinage de plus en plus grand autour du poˆle.
IV.4.3 Contribution de l’e´tude
L’e´tude pre´sente´e dans cette section s’appuie sur les de´veloppements de l’e´le´ment fini B-
spline associe´ a` la me´thode de longueur d’arc publie´s dans [VER 01a] et pre´sente´s dans la
section IV.3. Elle montre au travers d’exemples nume´riques l’inte´reˆt de prendre en compte la
limite d’extensibilite´ des chaˆınes dans la loi de comportement des e´lastome`res. La comparaison
des mode`les ne´o-hooke´en et non-gaussiens est faite pour les cas de souﬄage libre de membranes
sphe´riques et de membranes planes circulaires. Cette comparaison utilise les quatre mode`les
identifie´s par Wu et Van der Giessen [WU 93] a` partir des expe´riences de James et al. [JAM 75].
L’originalite´ de ces travaux est de pre´senter des re´sultats de calcul de souﬄage pour des mode`les
fonde´s sur la statistique des re´seaux de chaˆınes. Ces mode`les, relativement re´cents sont en effet
encore peu utilise´s dans les calculs de structures (citons Allport et Day [ALL 96] qui utilisent le
de´veloppement limite´ a` l’ordre 5 du mode`le d’Arruda et Boyce programme´ dans Abaqus).
Dans le cas du souﬄage de la membrane plane circulaire, la non prise en compte du raidisse-
ment du mate´riau lie´ a` la limite d’extensibilite´ est e´tudie´e graˆce au mode`le ne´o-hooke´en. Les
re´sultats montrent une de´forme´e pratiquement sphe´rique pre´sentant des profils d’e´longations lon-
gitudinale et circonfe´rencielle tre`s voisins sur une grande partie de la membrane. Ces re´sultats
diffe`rent fortement pour les mode`les non-gaussiens. Les de´forme´es, tre`s similaires pour des
hauteurs de la bulle infe´rieures au diame`tre initial de la membrane (de´formations mode´re´es),
diffe`rent de ceux du mode`le gaussien par un aplatissement au poˆle d’autant plus prononce´ que
les e´longations atteignent la limite d’extensibilite´ des chaˆınes. La hauteur de la bulle tend alors
vers une limite (asymptote verticale sur la courbe de pression en fonction de la hauteur de la
bulle).
Le souﬄage de membrane plane circulaire est utilise´ classiquement pour l’identification de
loi de comportement en e´tat d’extension e´quibiaxiale [TRE 44] (proprie´te´ au voisinage du poˆle).
Les re´sultats de l’article pre´sente´ ci-dessus montrent que la de´forme´e de la membrane et son
e´volution avec la pression fournissent beaucoup d’informations quant a` la limite d’extensibilite´
du mate´riau, et que la mesure expe´rimentale de cette de´forme´e permettrait de mieux identifier
son mode`le de comportement. Cet essai pre´sente en effet l’inte´reˆt de solliciter le mate´riau
dans un e´tat de de´formation mixte, variant de l’extension e´quibiaxiale au poˆle de la bulle, a`
un e´tat de glissement pur sur le bord encastre´ de la membrane. La prise en compte d’un
large spectre de de´formation dans le processus d’identification du comportement du mate´riau
e´largirait l’intervalle de validite´ du mode`le identifie´.
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IV.5 Conclusion
Apre`s avoir rappele´ les me´thodes usuelles permettant de calculer la re´ponse d’une membrane
hypere´lastique en souﬄage libre, ce chapitre a pre´sente´ la construction d’un e´le´ment fini partic-
ulier s’appuyant sur une interpolation de type B-spline et prenant en compte de manie`re exacte
les conditions limites de syme´trie axiale. Ce mode`le est une alternative aux e´le´ments finis de
membrane classiques qui pre´sente la particularite´ de fournir des courbures de de´forme´es et des
champs de contraintes et de de´formations continus en tout point du mode`le.
Ce mode`le a ensuite e´te´ utilise´ pour une e´tude de souﬄage de membranes avec des mode`les
de comportement hypere´lastiques non-gaussiens. Cette e´tude a montre´ la forte influence de la
limite d’extensibilite´ sur les re´sultats.
Nous disposons donc a` pre´sent d’un outil de simulation simple et robuste permettant de
simuler le souﬄage de membranes axisyme´triques en grandes transformations. Cet outil peut
facilement s’inte´grer dans une boucle d’optimisation permettant l’identification inverse de loi de
comportement a` partir d’un montage simple de souﬄage. La mesure par came´ra de la de´forme´e
lors du processus de souﬄage libre d’une membrane plane circulaire apporterait une information
significative dans un processus d’identification inverse.
Conclusions et perspectives
Conclusions du me´moire
Ce me´moire s’inscrit dans le cadre ge´ne´ral de l’e´tude des mate´riaux e´lastome`res. Nous nous
sommes inte´resse´s en particulier aux mode`les de comportement utilise´s en calcul de structures
pour simuler leur comportement e´lastique non-line´aire. Notre attention s’est porte´e plus partic-
ulie`rement sur la comparaison des mode`les de la litte´rature et sur la construction d’un nouveau
mode`le permettant de repre´senter l’effet Mullins. Pour cela, il s’est ave´re´ ne´cessaire de met-
tre en place une application de´die´e a` l’identification de ces mode`les, ainsi qu’un code de calcul
de structures particulier permettant de simuler le souﬄage de membranes. L’ensemble de nos
travaux a e´te´ rassemble´ dans ce document suivant quatre chapitres.
Le premier chapitre de ce me´moire a pre´sente´ les grandes e´tapes de l’histoire des mate´riaux
polyme`res, grande classe de mate´riaux dont font partie les e´lastome`res. Apre`s avoir constate´
que ces mate´riaux sont apparus tardivement en Occident, nous avons porte´ notre attention sur
les particularite´s chimiques et physiques de ces derniers. Nous avons ainsi pu mettre en avant
que ces mate´riaux sont constitue´s d’un re´seau amorphe de chaˆınes mole´culaires meˆle´es a` des
agre´gats tels que les noirs de carbones qui confe`rent aux e´lastome`res des proprie´te´s me´caniques
particulie`res comme l’e´lasticite´ non-line´aire, la visco-e´lasticite´ ou l’effet Mullins [MUL 48].
Dans le second chapitre, notre attention s’est porte´e sur la similitude de comportement de
trois mode`les hypere´lastiques particuliers parmi lesquels le mode`le non-gaussien d’Arruda et
Boyce [ARR 93]. Le lien entre les parame`tres mate´riels de ce mode`le et les caracte´ristiques
physiques du re´seau de chaˆınes mole´culaires a alors e´te´ mis a` profit pour construire un mode`le
de comportement permettant de reproduire l’effet Mullins. Le mode`le identifie´ a permis de
conforter l’hypothe`se d’une alte´ration des liaisons mole´culaires au sein du re´seau tendant a`
augmenter la longueur moyenne des chaˆınes structurelles et a` diminuer le nombre de chaˆınes par
unite´ de volume. Bien que relativement simple, ce mode`le permet de reproduire assez fide`lement
les essais expe´rimentaux.
Le troisie`me chapitre de ce me´moire a de´crit les me´thodes d’identification employe´es dans
notre e´tude. Elles concernent les algorithmes d’optimisation classiques, mais e´galement les algo-
rithmes ge´ne´tiques dont nous avons rappele´ les concepts. Ces derniers sont encore peu utilise´s
dans le domaine de l’identification, alors qu’ils offrent des atouts importants en matie`re de con-
vergence globale. L’ensemble des me´thodes d’optimisation a e´te´ de´crit, et une analyse applicative
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de notre logiciel d’identification a e´te´ pre´sente´e en vue d’une Programmation Oriente´e Objet.
Enfin, le logiciel a e´te´ utilise´ afin d’e´tablir un classement des performances de diffe´rents mode`les
hypere´lastiques de la bibliographie (les de´tails de ces mode`les sont donne´s en annexe). Le crite`re
de ce classement est leur aptitude a` reproduire deux banques de donne´es expe´rimentales issues
des travaux de Treloar [TRE 44] d’une part, et de Kawabata et al. [KAW 81] d’autre part. A ce
titre, nous avons montre´ que le mode`le tube e´tendu et le mode`le d’Ogden a` trois termes repro-
duisent tre`s bien l’ensemble de ces donne´es avec le meˆme jeu de coefficients mate´riels. Le mode`le
tube e´tendu pre´sente cependant l’avantage de ne contenir que quatre coefficients mate´riels.
Le dernier chapitre nous a permis d’appliquer les mode`les de comportement a` des calculs de
structures. Notre attention s’est porte´e sur le souﬄage de membranes axisyme´triques. Dans ce
cadre, un e´le´ment fini a e´te´ construit sur la base d’une interpolation B-spline de degre´ trois. Cet
e´le´ment fini pre´sente l’avantage de fournir des champs de contrainte et de de´formation continus
le long de la structure, et de respecter strictement les conditions limites aux extre´mite´s de la
membrane avec pour seuls degre´s de liberte´ les de´placements nodaux. Cet e´le´ment fini a e´te´ mis
a` contribution pour l’e´tude du souﬄage de membranes avec les mode`les de comportement non-
gaussiens (3-chaˆınes, 8-chaˆınes , full-network). Cette e´tude a mis en exergue l’influence du choix
de la loi de comportement sur la re´ponse de la structure. En particulier, la limite d’extensibilite´
des chaˆınes tend a` introduire un aplatissement de la de´forme´e au poˆle de la bulle.
Perspectives
Les re´sultats pre´sente´s dans ce me´moire permettent d’envisager des extensions possibles a`
nos travaux sur les diffe´rents points aborde´s.
L’e´quivalence entre le mode`le de Gent, celui d’Hart-Smith et celui d’Aruuda et Boyce a e´te´
de´montre´e, permettant ainsi d’e´tablir un lien entre leurs parame`tres mate´riels et ainsi de donner
une interpre´tation physique aux mode`les phe´nome´nologiques. Une e´quivalence similaire pourrait
certainement eˆtre e´tablie entre le mode`le d’Ogden et le mode`le de tube e´tendu. En effet, leur
identification sur les essais de Treloar et de Kawabata et al. a mis en e´vidence leur similitude
de re´ponse, permettant d’envisager un lien possible entre leur parame`tres respectifs. Une telle
e´quivalence permettrait de montrer la surabondance des parame`tres du mode`le d’Ogden, et
fournirait, une fois de plus, une interpre´tation physique a` ces derniers.
Un autre point aborde´ dans ce document est la construction d’un mode`le pour l’effet Mullins.
Le mode`le que nous avons e´tabli repose sur le mode`le 8-chaˆınes d’Arruda et Boyce dont les coef-
ficients caracte´ristiques de´pendent de parame`tres physiques (densite´ de chaˆınes, nombre moyen
de monome`res par chaˆıne). Le mode`le d’alte´ration de re´seau ainsi construit peut eˆtre e´tendu a`
d’autres mode`les de comportement afin de reproduire plus finement les re´sultats expe´rimentaux.
Il conviendrait e´galement de pouvoir prendre en compte l’anisotropie induite par l’histoire de la
de´formation et mise en e´vidence par Mullins. Enfin, rappelons qu’il sera ne´cessaire de prendre
en compte le comportement viscoe´lastique du mate´riau afin de s’affranchir des approximations
faites dans la section III.3, ou` les courbes de charge e´taient suppose´es re´sulter du comportement
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e´lastique seul.
Pour finir, les de´veloppements informatiques entrepris dans nos travaux peuvent eˆtre e´tendus
afin d’effectuer des identifications inverses par algorithmes ge´ne´tiques, ou par des me´thodes
classiques sur des re´sultats expe´rimentaux de souﬄage de membranes. Ce proce´de´ offre, en
effet, l’avantage de solliciter le mate´riau dans une large plage de de´formation biaxiale tout en
e´tant plus simple de mise en œuvre que le montage du type de celui de Kawabata et al.. De
plus, le mode`le d’effet Mullins de´veloppe´ au chapitre III peut eˆtre implante´ dans le code de
calcul par e´le´ments finis B-spline afin d’e´tudier la re´ponse d’une membrane souﬄe´e soumise
a` quelques cycles de de´formation. Une telle e´tude ne´cessite cependant la mise en place d’un
dispositif expe´rimental permettant de suivre, par exemple par came´ra optique, la forme de la
membrane au cours du chargement.
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Annexe A
Etude des mode`les hypere´lastiques
A. 1 Objectifs de l’e´tude
La mode´lisation du comportement me´canique des e´lastome`res passe par le choix d’une loi
de comportement permettant de reproduire qualitativement et quantitativement la re´ponse
me´canique du mate´riau. De ce choix de´pend la pertinence des simulations qui pourront eˆtre
faites. S’il existait un mode`le parfait capable de se comporter comme le mate´riau re´el apre`s une
phase d’identification des parame`tres caracte´ristiques, ce choix n’aurait pas de raison d’eˆtre.
Malheureusement, le comportement complexe des e´lastome`res est difficile a` mode´liser et une
multitude de mode`les a vu le jour depuis plus d’un demi-sie`cle, chacun posse´dant des qualite´s et
des de´fauts. Il est difficile pour un inge´nieur de trancher parmi les diffe´rents mode`les existants,
d’autant que ces mode`les ne sont que tre`s rarement compare´s les uns avec les autres et souvent
pre´sente´s par leur auteurs sous leur meilleur jour.
Le but de cette annexe est de pre´senter l’ensemble des mode`les les plus utilise´s de la litte´rature
et des les qualifier par rapport a` un jeu de donne´es expe´rimentales unique. Ceci fera l’objet de
la troisie`me partie de cette annexe. Il sera fait, avant cela, un rapide rappel de Me´canique
des Milieux Continus, et une pre´sentation des diffe´rents essais expe´rimentaux re´alisables pour
qualifier un e´lastome`re.
A. 2 Rappels de Me´canique des Milieux Continus
Dans cette partie, nous rappelons un certain nombre de notions de Me´canique des Milieux
Continus en pre´cisant les notations adopte´es par la suite. Les mate´riaux e´tudie´s e´tant tre`s
souples et tre`s de´formables, nous aborderons ces notions directement dans le contexte des grandes
transformations. Des pre´sentations plus ge´ne´rales et plus comple`tes pourrons eˆtre trouve´es dans
[SID 82] et [GER 86].
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A. 2.1 La transformation et le tenseur gradient de la transformation
Conside´rons un solide de configuration D0 au temps t0, de volume initial V0 et de frontie`re
S0. On fait subir au temps t a` ce solide une transformation F(t). Sa configuration devient
alors Dt admettant un volume et une frontie`re note´s respectivement Vt et St. Chaque point
mate´riel P de D0 de position −→X0 au temps t0 occupe la position −→xt au temps t. Nous adoptons
la description Lagrangienne, c’est a` dire que la configuration de re´fe´rence est la configuration
initiale du solide non de´forme´. On note F (t) le tenseur grad−→
X
(−→x ) qui est appele´ tenseur gradient
de la transformation F(t). Il permet de connaˆıtre le transforme´ −→dx d’un vecteur mate´riel −→dX
par la relation :
−→
dx = F (t)
−→
dX (A.1)
A. 2.2 Les tenseurs de dilatations
Soient C, le tenseur de Cauchy-Green droit de´fini par :
C = F
t
F (A.2)
et B le tenseur Eule´rien de Cauchy-Green gauche :
B = F F
t
(A.3)
C est un tenseur Lagrangien, tandis que B est Eule´rien.
A. 2.3 Les tenseurs de de´formations
Des tenseurs de de´formation ge´ne´ralise´e peuvent eˆtre construits de fac¸on syste´matique [SET 64,
MOR 86]. Leur utilisation sera aborde´e ulte´rieurement, lors de la construction de lois de com-
portement et de l’e´tablissement des e´quations d’e´quilibre sous des sollicitations donne´es. On
de´finit ainsi des tenseurs Lagrangiens par :Eα = C
α
2 −I
α si α 6= 0
E0 =
1
2 lnC
(A.4)
Le cas particuliers α = 2 fournit le tenseur classique E (Equation A.5) et A appele´ tenseur
de Green-Lagrange :
E =
C − I
2
(A.5)
A. 2.4 Les invariants
Lors de la diagonalisation de la matrice [C] repre´sentant le tenseur de dilatation C, l’e´criture
du polynoˆme caracte´ristique fait apparaˆıtre trois invariants, note´s I1, I2 et I3. Ils sont bien suˆr
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inde´pendants de la base dans laquelle le tenseur est exprime´ :
I1 = tr
(
C
)
(A.6)
I2 =
1
2
[(
tr
(
C
))2
− tr
(
C
2
)]
(A.7)
I3 = detC (A.8)
Conside´rons, un cube unitaire se de´formant en un paralle´le´pipe`de de dimension λ1, λ2 et λ3
en gardant ses coˆte´s paralle`les aux coˆte´s du cube non de´forme´ (figure A.1). La matrice [F ] du
F
1
1
1
l 1
l 2
l 3
Figure A.1 : De´formation d’un cube e´le´mentaire
gradient de la transformation correspondante s’e´crit :
[F ] =
λ1 0 00 λ2 0
0 0 λ3
 (A.9)
ou` les variables λi sont les extensions principales. La matrice [C] du tenseur de Cauchy-Green
est :
[C] =
λ
2
1 0 0
0 λ22 0
0 0 λ23
 (A.10)
Les invariants de C sont alors :
I1 = λ
2
1 + λ
2
2 + λ
2
3 (A.11)
I2 = λ
2
1λ
2
2 + λ
2
2λ
2
3 + λ
2
3λ
2
1 (A.12)
I3 = λ
2
1λ
2
2λ
2
3 = J
2 (A.13)
√
I1 correspond donc a` la longueur de la diagonale du paralle´le´pipe`de, 2I2 correspond a` la somme
des carre´s des aires des faces et
√
I3 correspond au volume du paralle´le´pipe`de .
A. 2.5 La cine´matique des mate´riaux incompressibles
Les e´lastome`res et les polyme`res a` l’e´tat fondu sont souvent conside´re´s comme incompress-
ibles ou quasi-incompressibles. La prise en compte de l’incompressibilite´ dans la cine´matique
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de de´formation se fait en imposant que la transformation F a lieu a` volume constant. Cela se
traduit par :
J2 =
(
detF
)2
= detC = I3 = 1 (A.14)
En termes d’extensions principales, cela revient a` e´crire :
λ1 λ2 λ3 = 1 (A.15)
d’ou` l’e´criture de [Λ], le tenseur gradient de de´formation principale exprime´ sur la base propre :
[Λ] =
λ1 0 00 λ2 0
0 0 1λ1 λ2
 (A.16)
Lorsqu’il n’est pas possible de prendre en compte l’incompressibilite´ dans la cine´matique
de de´formation, la de´formation est de´compose´e en une partie incompressible F iso (ou partie
isochore) et une partie de compression volumique pure F vol (ou partie sphe´rique) [DOL 00] :
F = F vol F iso (A.17)
F vol = J
1
3 I (A.18)
F iso = J
− 1
3 F (A.19)
A. 2.6 Les tenseurs de contrainte
Les contraintes sont des efforts internes de cohe´sion. Elles peuvent eˆtre de´crites de diffe´rentes
manie`res.
Conside´rons une coupe fictive de D0 et un e´le´ment de surface dS0 de cette coupe de normale−→
N0, appele´ facette. Cette facette se transforme par F en une facette dS de normale −→n . Soit −→df
la re´sultante des efforts internes s’appliquant sur cette facette. Le vecteur contrainte
−→
t de´fini
par
−→
t =
−→
df
dS de´pend line´airement de
−→n . On de´finit ge´ne´ralement trois tenseurs de contrainte :
• Le tenseur σ, appele´ tenseur des contraintes de Cauchy, de´fini par :
−→
df = σ−→n dS (A.20)
Il est Eule´rien et syme´trique en absence de couple de volume.
• Le tenseur Π, appele´ tenseur de Boussinesq ou tenseur de Piola-Kirchhoff de premier
espe`ce (PK1), de´fini par :
−→
df = Π
−→
N0 dS0 (A.21)
Il n’est ni Eule´rien, ni Lagrangien puisqu’il relie les contraintes dans l’e´tat de´forme´ a` la
facette dans l’e´tat non de´forme´. De plus, ce tenseur n’est pas syme´trique.
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• Le tenseur S, appele´ tenseur de Piola-Lagrange ou second tenseur de Piola-Kirchhoff
(PK2), de´fini dans l’e´tat non de´forme´ par :
−→
df0 = F
−1−→
df = S
−→
N0 dS0 (A.22)
Il est Lagrangien et syme´trique.
De par leur construction, ces trois tenseurs sont relie´s entre eux par les relations suivantes :
Π = J σ F
−t
(A.23)
S = F
−1
Π (A.24)
S = J F
−1
σ F
−t
(A.25)
A. 2.7 Les lois de comportement hypere´lastiques
A. 2.7.1 Ge´ne´ralite´s
D’une fac¸on ge´ne´rale, une loi de comportement est une fonctionnelle de re´ponse du mate´riau
permettant de de´finir un lien entre l’e´tat de contrainte et l’histoire des transformations de ce
mate´riau. Cette loi de comportement doit satisfaire trois principes : le principe de de´terminisme
ou principe de causalite´, le principe d’action locale, et le principe d’objectivite´ ou d’indiffe´rence
mate´rielle.
Le principe de causalite´ impose que l’e´tat de contrainte en un point et au temps t ne de´pend
que de l’histoire de la transformation du mate´riau jusqu’au temps t. Dans le cadre de notre
e´tude, nous nous limiterons au cas des mate´riaux mate´riellement simples [LEM 90, TRU 66],
c’est-a`-dire pour lesquels l’e´tat de contrainte ne de´pend que de l’histoire du gradient de la trans-
formation. Nous supposerons, en particulier, que cette loi ne de´pend pas de la tempe´rature
i.e. que les transformations sont isothermes. Le principe de l’action locale impose que l’e´tat de
contrainte en un point ne de´pend que du voisinage du point. Il est automatiquement ve´rifie´ pour
les mate´riaux mate´riellement simples. Enfin, le principe d’objectivite´ impose que la loi de com-
portement doit eˆtre inde´pendante de l’observateur ou du changement de re´fe´rentiel. Finalement,
ces trois principes sont ve´rifie´s, si on e´crit la loi de comportement sous la forme :
S(t) = Φ
τ≤t
(
C(τ)
)
(A.26)
ou bien sous la forme :
σ(t) = Υ
τ≤t
(
B(τ)
)
(A.27)
ou` Φ et Υ sont les fonctionnelles de re´ponse.
A. 2.7.2 L’incompressibilite´
Lorsque l’hypothe`se d’incompressibilite´ est faite a priori, c’est-a`-dire lorsque cette condition
est impose´e sur la cine´matique du mouvement, les contraintes dans le mate´riau sont connues a`
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une pression hydrostatique pre`s p. La loi de comportement est alors de la forme :
S(t) = −pC−1 + Φ
τ≤t
(
C
∣∣∣
I3=1
(τ)
)
(A.28)
ou
σ(t) = −p I + Υ
τ≤t
(
B
∣∣∣
I3=1
(τ)
)
(A.29)
A. 2.7.3 Les mate´riaux hypere´lastiques
Les mate´riaux hypere´lastiques sont caracte´rise´s par l’existence d’une e´nergie de de´formation
W de´pendant uniquement de l’e´tat de de´formation courant F (t) (note´ F dans la suite) et dont
de´rivent les contraintes [BEA 87]. En faisant l’hypothe`se d’incompressibilite´ (J = 1 et I3 = 1),
les diffe´rents tenseurs des contraintes peuvent s’e´crire en fonction de W :
- en e´criture Lagrangienne :
S = 2
∂W
∂C
− pC−1 (A.30)
- en e´criture Eule´rienne :
σ = 2B
∂W
∂B
− pI (A.31)
- et en e´criture mixte :
Π =
∂W
∂F
− pF−t (A.32)
Le principe d’objectivite´ nous impose d’e´crire W sous la forme d’une fonction scalaire exprime´e
en fonction du tenseur de Cauchy-Green droit C. En faisant, de plus, l’hypothe`se d’isotropie,
W peut s’exprimer en fonction des seuls invariants I1 et I2 (I3 = 1) de C [SAL 88].
W = W (I1, I2) (A.33)
Ces trois invariants ne sont cependant pas les seuls invariants possibles (cf : discussion de H.G.
Hopkins dans [TRE 76]). En conservant les notations λ1, λ2 et λ3 pour les extensions principales
(racines carre´es des valeurs propres de C), on peut e´crire sans perte de ge´ne´ralite´ :
W = W (λ1, λ2, λ3) (A.34)
Nous obtenons alors, selon l’e´criture souhaite´e :
S = 2
([
∂W
∂I1
+ I1
∂W
∂I2
]
I − ∂W
∂I2
C
)
− pC−1 (A.35)
ou :
Π = 2F
([
∂W
∂I1
+ I1
∂W
∂I2
]
I − ∂W
∂I2
C
)
− pF−t (A.36)
ou encore, dans les directions principales de σ :
σi = λi
∂W
∂λi
− p i = 1, 3 (A.37)
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ou e´galement [RIV 48b] :
σi = 2
[
λ2i
∂W
∂I1
− 1
λ2i
∂W
∂I2
]
− p i = 1, 3 (A.38)
Avec cette dernie`re e´criture, on remarque que l’inde´termination de p peut eˆtre leve´e en calculant
la diffe´rence entre deux contraintes principales σi − σj . Ainsi, en choisissant une direction
particulie`re j tel que σj = 0, on obtient :
σi = σi − σj (A.39)
= λi
∂W
∂λi
− λj ∂W
∂λj
(A.40)
= 2
[
(λ2i − λ2j )
∂W
∂I1
− ( 1
λ2i
− 1
λ2j
)
∂W
∂I2
]
(A.41)
A. 3 Les donne´es expe´rimentales
A. 3.1 Les essais classiques
Construire une loi de comportement hypere´lastique revient a` donner une forme particulie`re
a` la fonction W . Cependant, une loi de comportement sera d’autant mieux adapte´e a` un
mate´riau donne´ qu’elle sera susceptible de reproduire le comportement du mate´riau quel que
soit le mode de de´formation conside´re´. En pratique, les mate´riaux sont teste´s sur quelques modes
simples permettant l’identification des constantes mate´rielles a` partir de relations contraintes-
de´formations e´tablies analytiquement. Nous nous proposons ici de re´pertorier les essais classiques
rencontre´s dans la litte´rature et de rappeler les formes analytiques des re´ponses du mate´riau en
fonction du mode de de´formation conside´re´.
A. 3.1.1 L’extension simple
Ce mode de de´formation consiste a` e´tirer un e´chantillon sur lequel la partie utile peut eˆtre
suppose´e en e´tat de de´formation uniaxiale (figure A.2). Les contraintes dans la largeur et dans
F F
e1
e2
Figure A.2 : Expe´rience de traction
l’e´paisseur de l’e´prouvette sont alors conside´re´es nulles. Dans le repe`re lie´ a` l’e´prouvette, ou`
l’axe −→e1 repre´sente la direction d’extension, la matrice [F ] du tenseur gradient de de´formation
F est alors de la forme :
[F ] =

λ
1√
λ
1√
λ
 (A.42)
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Les invariants de C sont donne´s par les relations :
I1 = λ
2 +
2
λ
; I2 =
1
λ2
+ 2λ ; I3 = 1 (A.43)
La contrainte pi est alors donne´e par l’e´quation (A.36) :
pi =
F
S0
= 2
(
λ− 1
λ2
)[
∂W
∂I1
+
1
λ
∂W
∂I2
]
(A.44)
ou` F est la force de traction et S0 est l’aire de la section non de´forme´e de l’e´prouvette. Selon
l’e´criture de la loi de comportement, on peut encore e´crire :
σ = λ
∂W
∂λ1
− 1√
λ
∂W
∂λ2
(A.45)
ou` ∂W∂λ1 et
∂W
∂λ2
repre´sentent les de´rive´es partielles de la fonction W lorsque celle-ci est e´crite sous
la forme W (λ1, λ2, λ3).
A. 3.1.2 La compression uniaxiale
La compression uniaxiale est un cas particulier d’extension simple. L’e´prouvette est alors
comprime´e au lieu d’eˆtre e´tire´e. La forme analytique est donc la meˆme que pour l’extension
simple et les courbes de compression et de traction uniaxiale doivent se prolonger en suivant la
relation (A.44). Dans l’e´quation A.42, on a alors λ < 1.
A. 3.1.3 L’extension e´quibiaxiale
L’extension e´quibiaxiale consiste a` e´tirer un e´chantillon simultane´ment dans deux directions
avec la meˆme valeur d’extension, tandis que la troisie`me direction est libre. On utilise, en
ge´ne´ral, une membrane sur laquelle on applique le meˆme effort F sur chacun de ses coˆte´s dans
les deux directions du plan de la membrane (figure A.3). Soit un e´le´ment de membrane de coˆte´
F F
F
F
F F
F
Flo
l
e1
e2
Figure A.3 : Expe´rience de traction e´quibiaxiale
l0 dans sa configuration non de´forme´e se transformant en un e´le´ment de coˆte´ l. On note λ le
rapport l/l0. Le tenseur gradient de de´formation est alors de la forme :
[F ] =
λ λ
1
λ2
 (A.46)
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les invariants de C sont donne´s par les relations :
I1 = 2λ
2 +
1
λ4
; I2 =
2
λ2
+ λ4 ; I3 = 1 (A.47)
Les composantes du tenseur de contrainte de Cauchy sont alors :
σ1 = σ1 − σ3 (A.48)
= 2
(
λ2 − 1
λ4
)(
∂W
∂I1
+ λ2
∂W
∂I2
)
(A.49)
σ2 = σ1 (A.50)
σ3 = 0 (A.51)
et la contrainte pi = pi1 = pi2 devient :
pi = 2
(
λ− 1
λ5
)[
∂W
∂I1
+ λ2
∂W
∂I2
]
(A.52)
Une autre fac¸on de mesurer un e´tat de contrainte en extension e´quibiaxiale consiste a` gonfler
une membrane circulaire encastre´e sur ses bords de telle sorte qu’elle prenne la forme d’une bulle.
On utilise alors la proprie´te´ qu’au voisinage du poˆle de la bulle la membrane est en extension
e´quibiaxiale. Dans un repe`re dont le troisie`me axe est normal a` la surface au poˆle de la bulle,
on mesure alors l’extension de la membrane entre deux marques trace´es sur un cercle, le rayon
de courbure au poˆle r et la pression P insuﬄe´e dans la bulle. La relation suivante relie alors ces
diffe´rentes valeurs (voir le chapitre [JOY 73]) :
P = 2
T
r
(A.53)
ou` T est la tension radiale au poˆle de la bulle, c’est-a`-dire la force membranaire par unite´ de
longueur de membrane de´forme´e. En reprenant les notations de la figure A.3, la tension T est
relie´e a` F par :
T =
F
l
(A.54)
et la contrainte pi est relie´e a` T par :
pi =
F
h0l0
=
λT
h0
=
λPr
2h0
(A.55)
ou` h0 est l’e´paisseur initiale de la membrane.
A. 3.1.4 Le glissement pur
Cet essai consiste a` pincer un e´chantillon de membrane rectangulaire sur ses bords les plus
longs et a` appliquer un effort perpendiculairement a` ces bords (figure A.4), la contrainte hors
plan est alors nulle. Les bords verticaux de l’e´prouvette sur la figure A.4 ne restent pas paralle`les.
Cependant, si l’e´prouvette est suffisamment large, on peut ne´gliger les effets de bord et supposer
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F
e1
e2
Figure A.4 : Expe´rience de cisaillement pur
que l’e´tat de de´formation de l’e´chantillon est celui au centre de l’e´prouvette. Cette hypothe`se
permet alors d’e´crire le tenseur gradient de de´formation sous la forme :
[F ] =
λ 1
1
λ
 (A.56)
les invariants de C sont donne´s par les relations :
I1 = λ
2 + 1 +
1
λ2
; I2 = I1 ; I3 = 1 (A.57)
La contrainte pi dans la direction de la force applique´e est alors donne´e par :
pi =
F
S0
= 2
(
λ− 1
λ3
)[
∂W
∂I1
+
∂W
∂I2
]
(A.58)
ou` F est la force de traction et S0 est l’aire de la section non de´forme´e perpendiculaire a` la
direction de l’effort .
A. 3.1.5 Le cisaillement simple
Cette expe´rience est ge´ne´ralement re´alise´e sur un bloc de matie`re sur lequel sont colle´s deux
inserts plus rigides de part et d’autre du bloc. L’e´prouvette ainsi re´alise´e est ensuite e´tire´e
comme l’indique la figure A.5. Cette expe´rience est souvent re´alise´e avec des e´prouvettes dites
F
e1
e2
Figure A.5 : Expe´rience de cisaillement simple
≪ quatre blocs ≫ , ou` le bloc cisaille´ est re´pe´te´ syme´triquement afin d’assurer le paralle´lisme des
faces colle´es a` des plaques me´talliques beaucoup plus rigides que le mate´riau e´tudie´ ([YEO 90,
CHA 94, CHA 99]). Cette expe´rience a l’inconve´nient de ge´ne´rer une de´formation des blocs ou`
toutes les faces du bloc ne restent pas droites. Les faces libres pre´sentent de le´ge`res courbures.
On peut cependant, comme dans le cas du cisaillement pur, faire l’hypothe`se que les effets de
bord sont ne´gligeables. On conside`re alors l’e´prouvette en e´tat de de´formation uniforme. Le
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tenseur gradient de la transformation est de la forme :
[F ] =
1 γ 00 1 0
0 0 1
 (A.59)
ou` γ est le glissement donne´ par γ = u/h0, u e´tant le de´placement du support dans la direction de
l’effort et h0 la hauteur du bloc constante au cours de l’expe´rience du fait de l’incompressibilite´.
En termes d’invariants, le cisaillement simple correspond aux invariants I1, I2 et I3 donne´s par :
I1 = 3 + γ
2 ; I2 = 2
(
1 + γ2
)
+ 1 ; I3 = 1 (A.60)
Apre`s calcul, nous obtenons l’expression du cisaillement en terme d’invariants :
τ = 2
(
∂W
∂I1
+
∂W
∂I2
)
γ (A.61)
A. 3.1.6 La traction biaxiale
Les mate´riaux hypere´lastiques e´tant en ge´ne´ral conside´re´s incompressibles, les extensions
principales sont lie´es entre elles par la relation (A.15). La traction biaxiale ou` λ1 et λ2 peuvent
prendre des valeurs quelconques constitue le mode de de´formation le plus ge´ne´ral. La figure A.6
illustre le sche´ma de principe du montage expe´rimental de la traction biaxiale exerce´e sur une
membrane. L’e´chantillon est tenu en quelques points le long de ses bords par des lames glissant
Figure A.6 : Expe´rience de traction biaxiale
sur des rails dont l’e´cartement permet de controˆler l’extension de l’e´chantillon suivant deux
directions. Les forces s’exerc¸ant sur la membrane sont alors les efforts permettant de maintenir
l’e´cartement des rails. Les de´formations sont en ge´ne´ral mesure´es par l’interme´diaire d’une grille
re´gulie`re trace´e sur la membrane ou par la mesure de l’e´cartement des rails ([JAM 75, RIV 51,
KAW 81]). Le gradient des de´formations dans la partie utile de l’e´prouvette est alors suppose´
de la forme :
[F ] =
λ1 0 00 λ2 0
0 0 1λ1λ2
 (A.62)
152 Contribution a` l’e´tude des e´lastome`res et des membranes souﬄe´es
d’ou` les invariants :
I1 = λ
2
1 + λ
2
2 +
1
λ21λ
2
2
; I2 = λ
2
1λ
2
2 +
1
λ21
+
1
λ22
; I3 = 1 (A.63)
La contrainte hors plan e´tant nulle, on peut e´crire :
σ1 = σ1 − σ3 (A.64)
σ2 = σ2 − σ3 (A.65)
d’ou` le re´sultat suivant :
σ1 = 2(λ
2
1 − 1λ2
1
λ2
2
)(∂W∂I1 + λ
2
2
∂W
∂I2
) (A.66)
σ2 = 2(λ
2
2 − 1λ2
1
λ2
2
)(∂W∂I1 + λ
2
1
∂W
∂I2
) (A.67)
ou encore :
pi1 = 2(λ1 − 1λ3
1
λ2
2
)(∂W∂I1 + λ
2
2
∂W
∂I2
) (A.68)
pi2 = 2(λ2 − 1λ2
1
λ3
2
)(∂W∂I1 + λ
2
2
∂W
∂I2
) (A.69)
Enfin, notons que l’extension e´quibiaxiale est un cas particulier d’extension biaxiale.
A. 3.1.7 L’e´quivalence extension e´quibiaxiale/compression
Du fait de l’incompressibilite´ et de la relation cine´matique (A.15), tous ces modes de de´formation
ne sont pas inde´pendants. Ainsi, on peut montrer que la traction e´quibiaxiale pre´sente´e ci-dessus
avec des valeurs de λ supe´rieures a` 1 est e´quivalente a` la compression uniaxiale, l’axe de com-
pression −→e3 e´tant l’axe orthogonal au plan de traction e´quibiaxiale (−→e1 ,−→e2). Ainsi, en notant
σeq la contrainte de traction e´quibiaxiale et σcomp la contrainte de compression uniaxiale, nous
avons les relations :
σeq = σ1 eq − σ3 eq et σcomp = σ3 comp − σ1 comp (A.70)
et comme σ3 eq = 0 et σ1 comp = 0. ceci devient :
σeq = λ1
∂W
∂λ1
− λ3 ∂W
∂λ3
= −
(
λ3
∂W
∂λ3
− λ1 ∂W
∂λ1
)
= −σcomp (A.71)
il s’ensuit que :
picomp = −λ3eqpieq (A.72)
λcomp se de´duisant de l’extension e´quibiaxiale λeq par la relation :
λcomp =
1
λeq
2 (A.73)
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A. 3.1.8 L’e´quivalence cisaillement pur / cisaillement simple
On peut e´galement montrer qu’il y a e´quivalence entre le cisaillement simple et le cisaille-
ment pur [CHA 94], et que les re´sultats expe´rimentaux d’une expe´rience peuvent se de´duire des
re´sultats de l’autre. En effet, lorsqu’on calcule les valeurs propres du tenseur de dilatation C,
les carre´s des e´longations principales sont donne´s par :
λ21 =
1
4
(
γ +
√
γ2 + 4
)2
; λ22 =
1
4
(
γ −
√
γ2 + 4
)2
; λ23 = 1 (A.74)
Du fait de l’incompressibilite´, on a ne´cessairement λ2 = 1/λ1, on a donc un e´tat de de´formation
de cisaillement pur dans la base principale de de´formation. Cette base se de´duit de la base
structurelle pre´ce´dente (voir figure A.5) par une rotation d’angle θ, donne´e par :
θ = arctan
(
γ
λ21 − 1
)
=
1
λ1
(A.75)
En notant σ1, σ2 et σ3, les contraintes principales, le tenseur des contraintes de Cauchy dans la
base structurelle s’e´crit :
[σ] =
σ1 cos θ
2 + σ2 sin θ
2 (σ1 − σ2) cos θ sin θ 0
(σ1 − σ2) cos θ sin θ σ1 sin θ2 + σ2 cos θ2 0
0 0 σ3
 (A.76)
En appliquant la relation (A.25), nous obtenons :
τ = pi12 =
F
S0
=
(
λ1
∂W
∂λ1
− λ2 ∂W
∂λ2
)
cos θ sin θ (A.77)
Notons que σ2 correspond a` l’extension 1/λ du cisaillement pur et σ1 correspond a` l’extension λ,
nous en de´duisons que σ2 = 0 et que :
τ = σ1 cos θ sin θ = σcp cos θ sin θ (A.78)
La relation (A.78) permet donc de passer de la contrainte σcp du cisaillement pur (voir section A.
3.2.1) au cisaillement τ du cisaillement simple.
A. 3.2 Les re´sultats expe´rimentaux de la bibliographie
Afin de comparer les diffe´rents mode`les (ie: les diffe´rentes formes de W ) rencontre´s dans
la litte´rature, il convient de pre´senter quelques courbes expe´rimentales types d’un mate´riau
e´lastome`re. Ces re´sultats expe´rimentaux serviront de base afin de comparer les mode`les dans la
section suivante.
Nous choisissons de prendre comme re´fe´rence les travaux de Treloar [TRE 44] tre`s utilise´s
dans la bibliographie [CAR 61, KLI 64, HS 66, HS 67, ALE 68, OGD 72, ARR 93, BOY 00].
Ces travaux concernent l’e´tude de deux types d’e´lastome`res. Le premier est un caoutchouc a`
8% de soufre vulcanise´ pendant 3 heures. Le second concerne un latex. Seuls les re´sultats
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du caoutchouc seront pre´sente´s dans cette partie. Celui-ci pre´sente l’avantage d’eˆtre fortement
e´lastique re´versible sans pre´senter de cristallisation jusqu’a` 400% d’extension. Il est donc tre`s
bien adapte´ pour eˆtre mode´lise´ par un mode`le hypere´lastique. Treloar a effectue´ sur ce mate´riau
des essais d’extension simple, d’extension e´quibiaxiale, de compression, de glissement pur et a
e´galement combine´ un essai de traction avec un essais de glissement pur.
Pour eˆtre complet, nous devons nous inte´resser e´galement a` des essais de ve´ritable traction
biaxiale. Nous pouvons citer, dans cet esprit, les travaux de Rivlin et Saunders [RIV 51], de
James et al. [JAM 75] ou encore de Kawabata et al. [KAW 81]. Nous choisissons ici d’utiliser
les essais de Kawabata et al. [KAW 81] afin d’illustrer la capacite´ des lois de comportement de
prendre en compte ces e´tats de de´formation biaxiale.
A. 3.2.1 Les essais de Treloar (1944)
Treloar utilise une e´prouvette de longueur utile e´gale a` 10 mm, de largeur 3 mm et d’e´paisseur
0,8 mm. Cette e´prouvette est pre´-e´tire´e a` 400% avant d’effectuer les mesures afin d’e´liminer l’effet
Mullins (voir section I.11).
L’extension simple
La figure A.7 repre´sente l’e´volution de la contrainte pi (force par unite´ de surface non
de´forme´e) dans la direction d’extension en fonction de λ, le rapport de la longueur actuelle
sur la longueur non de´forme´e. L’e´prouvette est e´tire´e jusqu’a` λ = 7, 6 ( 660% de de´formation).
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Figure A.7 : Courbe expe´rimentale d’extension simple de Treloar [TRE 44]
La forme en ≪ S ≫ de cette courbe de traction est caracte´ristique des e´lastome`res. Une loi
de comportement pouvant repre´senter ce type de re´ponse sera d’autant plus difficile a` trouver
que le domaine d’utilisation de ce mate´riau sera grand. Ainsi, jusqu’a` 100% de de´formation,
la rigidification finale ne sera pas ne´cessairement prise en compte, alors qu’une mode´lisation
jusqu’a` 600% devra se faire avec une loi de comportement susceptible de prendre en compte
cette rigidification.
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L’extension e´quibiaxiale
Pour ce type de de´formation, Treloar utilise le souﬄage d’une membrane circulaire de 25 mm
de diame`tre (voir section A. 3.1.3). Il mesure alors l’extension de la membrane entre deux
marques trace´es sur un cercle initialement de 4 mm de diame`tre centre´ au poˆle, le rayon de
courbure au poˆle r, et la pression P insuﬄe´e dans la bulle. Il utilise alors la relation (A.55) pour
tracer la courbe donnant pi en fonction de λ (figure A.8).
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Figure A.8 : Courbe expe´rimentale d’extension e´quibiaxiale de Treloar [TRE 44]
La compression
Pour obtenir des donne´es expe´rimentales sur la compression simple, Treloar utilise les expe´riences
de traction e´quibiaxiale, en conside´rant l’e´quivalence de´crite dans la section A. 3.1.7. La courbe
expe´rimentale obtenue est alors celle de la figure A.9
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Figure A.9 : Courbe e´quivalente de compression uniaxiale de Treloar [TRE 44]
Elle prolonge effectivement celle de l’extension uniaxiale pour les valeurs de λ infe´rieures a`
1.
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Le glissement pur
L’expe´rience de Treloar est celle de´crite par la figure A.4. Il utilise une e´prouvette de 75 mm
de large pour 5 mm de haut. Le re´tre´cissement de la largeur est de 12% pour une extension de
5,2. Treloar applique donc l’hypothe`se d’e´tat de cisaillement pur pour comparer ces re´sultats
au mode`le Ne´o-Hooke´en. Les re´sultats de cet essai sont donne´s sur la figure A.10 :
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Figure A.10 : Courbe expe´rimentale de cisaillement pur [TRE 44]
La traction biaxiale
Treloar comple`te sa se´rie d’essais par un cas particulier de traction biaxiale (non e´quibiaxiale).
L’e´prouvette de cisaillement pur est d’abord e´tire´e perpendiculairement a` la direction de sol-
licitation d’un facteur 3 (λ2 = 3) puis pince´e sur ses bords. Treloar effectue alors le test de
cisaillement pur. Ce mode a e´te´ mis en œuvre sous la de´nomination de ≪ combined elongation
and shear ≫ . L’e´tat de de´formation est le suivant :
[F ] =
λ1 0 00 λ2 = 3 0
0 0 1λ1λ2 =
1
3λ1
 (A.79)
L’e´tat de pre´-de´formation avant l’essai proprement dit est alors :
[Fpre´] =

1√
3
0 0
0 3 0
0 0 1√
3
 (A.80)
Treloar conside`re l’e´tat pre´-e´tire´ (λ2 = 3 et λ1 =
1√
3
) comme e´tat de re´fe´rence et mesure
l’extension relative λ dans la direction de l’effort. Pour obtenir l’extension re´elle λ1, il convient
de diviser par l’extension initiale de pre´-tension λ1 = λ/
√
3. La figure A.11 repre´sente la
contrainte pi (PK1) en fonction de l’extension relative λ.
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Figure A.11 : Expe´rience de traction biaxiale (λ2 = 3 et λ1 =
λ√
3
) [TRE 44]
A. 3.2.2 Les essais de Kawabata et al. [KAW 81]
Ces essais concernent la traction biaxiale d’un e´chantillon de mate´riau isopre`ne de dimen-
sion 115 mm par 115 mm par l’interme´diaire d’un montage dont le principe est illustre´ par la
figure A.6. Les extensions sont mesure´es par l’interme´diaire de potentiome`tres qui de´tectent le
de´placement des rails.
Les re´sultats des mesures sont pre´sente´s sur les figures A.12 et A.13, pre´sentant les contraintes
de Piola-Kirchhoff de premie`re espe`ce pi1 et pi2 en fonction de λ1 et λ2. Ces essais sont limite´s
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Figure A.12 : Expe´rience de traction biaxiale de Kawabata [KAW 81]
a` des extensions de l’ordre de 350% en λ1 et λ2. Elles permettront alors de valider ou non les
mode`les dans le domaines des petites et moyennes de´formations.
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Figure A.13 : Expe´rience de traction biaxiale de Kawabata [KAW 81]
A. 3.2.3 Commentaires sur ces essais
Nous avons mis en e´vidence, ci-dessus, que certains modes de de´formations sont e´quivalents.
Ainsi, si un mode`le permet de reproduire le cisaillement pur, il reproduira avec une erreur du
meˆme ordre de grandeur le cisaillement simple, de meˆme entre la traction e´quibiaxiale et la
compression uniaxiale. Il n’est donc pas ne´cessaire, pour visualiser la justesse d’un mode`le, de
repre´senter tous les modes simples. Notons que la varie´te´ des essais de Treloar et de Kawabata
est suffisante (traction uniaxiale, cisaillement pur, extension e´quibiaxiale et traction biaxiale).
A. 4 Comparaison des mode`les hypere´lastiques
La mise en e´quations des relations contraintes-de´formations pour diffe´rents modes de de´formation
rencontre´s expe´rimentalement est relativement simple. Le difficulte´ re´side de´sormais dans la
de´termination de la forme de la fonction densite´ d’e´nergie de de´formation W permettant d’e´valuer
au mieux les contraintes pour chaque mode rencontre´. Des formes tre`s varie´es de la fonction W
sont rencontre´es dans la litte´rature. Certaines ont e´te´ e´labore´es a` partir de conside´rations
phe´nome´nologiques, cherchant a` reproduire d’un point de vue purement mathe´matique les
donne´es expe´rimentales sans chercher a` donner un sens physique aux constantes mate´rielles.
Cette approche revient a` conside´rer le mate´riau comme une boˆıte noire et a` rechercher la fonction
W reproduisant son comportement macroscopique. Ce type d’approche peut eˆtre de´compose´ en
deux sous-types. Le premier consiste a` trouver une forme mathe´matique ge´ne´rale (de´composition
en se´ries mathe´matiques en I1 et I2 ou en λi) reproduisant au mieux les expe´riences. Le deuxie`me
consiste a` rechercher directement les formes mathe´matiques des fonctions ∂W∂I1 et
∂W
∂I2
a` partir
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d’expe´riences controˆlant plus ou moins inde´pendamment les parame`tres I1 et I2.
Une autre approche aborde´e paralle`lement dans la litte´rature consiste a` e´tablir un mode`le
microscopique du re´seau de chaˆınes polyme´riques et de construire le mode`le macroscopique
en inte´grant des conside´rations physiques traite´es de manie`re statistique. L’avantage de cette
approche est de fournir des mode`les dont les constantes mate´rielles ont un sens physique. Cepen-
dant, de par les difficulte´s the´oriques de cette me´thode, les mode`les physiques ont e´te´ laisse´s de
coˆte´ pendant une longue pe´riode (entre 1953 et 1975).
Les mode`les les plus repre´sentatifs, regroupe´s selon ces deux approches, sont pre´sente´s dans
les sections suivantes et compare´s selon leur aptitude a` reproduire les essais de Treloar [TRE 44]
et de Kawabata et al. [KAW 81]. L’isopre`ne (polyisopre`ne) utilise´ par Kawabata et al. est un
caoutchouc naturel. Ce mate´riau pre´sente l’avantage d’eˆtre suffisamment proche du mate´riau
utilise´ par Treloar [TRE 44] pour pouvoir eˆtre mode´lise´ avec les meˆmes constantes mate´rielles.
Cependant, nous identifierons les constantes des deux mate´riaux de manie`re inde´pendante afin
de reproduire au mieux les diffe´rents essais. L’identification des constantes mate´rielles pour ces
deux banques de donne´es se fait par l’interme´diaire du logiciel d’identification pre´sente´ dans le
chapitre II de ce me´moire.
A. 4.1 Les mode`les phe´nome´nologiques et empiriques
A. 4.1.1 Le mode`le de Mooney (1940)
Ce mode`le, e´tabli par Mooney [MOO 40], part du constat que le comportement du caoutchouc
est line´aire en cisaillement simple (voir partie A. 3.1.5). Mooney e´crit alors W sous la forme :
W = C1(I1 − 3) + C2(I2 − 3) (A.81)
Ce mode`le est bien adapte´ pour repre´senter les essais de Treloar sur le caoutchouc naturel pour
des de´formations mode´re´es (infe´rieures a` 300%) avec des constantes mate´rielles C1 = 0, 162 MPa
et C2 = 5, 90 10
−3 MPa ( cf: figure A.14). Il est e´galement adapte´ pour reproduire les essais des
Kawabata et al. sur l’isopre`ne pour des de´formations infe´rieures a` 100%, avec des valeurs de C1
et C2 du meˆme ordre de grandeur que celles relatives au caoutchouc naturel (cf: figure A.15).
A. 4.1.2 Le mode`le de Mooney-Rivlin (1948)
Rivlin [RIV 48b, RIV 48a] propose une extension du mode`le de Mooney en de´crivant W
comme une se´rie polynoˆmiale en (I1 − 3) et (I2 − 3).
W =
∞∑
i=0,j=0
Cij(I1 − 3)i(I2 − 3)j avec C00 = 0 (A.82)
En pratique, cette se´rie est tronque´e a` l’ordre 2 ou 3 [TSC 71, JAM 75, DAV 85, YEO 90]. Mais
la troncature a` l’ordre 3 ne´cessite l’identification de neuf constantes.
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Figure A.14 : Mode`le de Mooney, (◦) essais de Treloar, (—) mode`le de Mooney C1 =
0, 162MPa, C2 = 5, 90 10
−3 MPa
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Figure A.15 : Mode`le de Mooney, (◦) essais de Kawabata et al., (—) mode`le de Mooney C1 =
0, 182 MPa; C2 = 9, 79 10
−3 MPa
Le mode`le de Biderman (1958)
Biderman [BID 58] ne´glige les termes croise´s du mode`le pre´ce´dent et prend une forme
tronque´e du mode`le de Mooney-Rivlin a` l’ordre 3 en I1 et a` l’ordre 1 en I2 (mode`le pre´sente´ en
anglais par Alexander [ALE 68]).
W = C10(I1 − 3) + C01(I2 − 3) + C20(I1 − 3)2 + C30(I1 − 3)3 (A.83)
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Ce mode`le a` quatre coefficients approche bien mieux les essais de Treloar que le mode`le de
Mooney, et ame´liore le´ge`rement les re´sultats pour les donne´es de Kawabata et al. en traction
biaxiale (figures A.16 et A.17).
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Figure A.16 : Mode`le de Biderman, (◦) essais de Treloar, (—) mode`le de Biderman C10 =
0, 208 MPa; C01 = 2, 33 10
−2 MPa; C20 = −2, 40 10−3 MPa; C30 = 5 10−4 MPa
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Figure A.17 : Mode`le de Biderman, (◦) essais de Kawabata et al., (—) mode`le de Biderman
C10 = 0, 185 MPa; C01 = 1, 27 10
−2 MPa; C20 = −2, 90 10−3 MPa; C30 =
1, 77 10−5 MPa
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A. 4.1.3 Le mode`le de Haines-Wilson
James et al. [JAM 75] remarquent que l’ordre des exposants des termes en I1 et I2 du mode`le
de Mooney-Rivlin n’est pas similaire a` l’ordre des exposants lorsque la se´rie mathe´matique est
e´crite en terme de λi. Ceci leur permet de conclure que, physiquement, la troncature a` l’ordre 2
s’e´crit plutoˆt :
W = C10(I1 − 3) + C01(I2 − 3) + C11(I1 − 3)(I2 − 3)
+ C02(I2 − 3)2 + C20(I1 − 3)2 + C10(I1 − 3)3 (A.84)
Davet [DAV 85] justifiera cette forme en partant de conside´rations expe´rimentales. Elle permet
de reproduire avec une bonne pre´cision les diffe´rentes expe´riences de Treloar (voir figure A.18).
Il est e´galement meilleur que le mode`le de Mooney pour reproduire les essais de Kawabata et
al. dans le domaine des de´formations mode´re´es ( cf: figure A.19).
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Figure A.18 : Mode`le de Haines-Wilson, (◦) essais de Treloar, (—) mode`le de Haines-Wilson
(MPa) C10 = 0, 173 MPa; C01 = 6, 68 10
−3; C11 = −1, 18 10−4; C20 =
−1, 19 10−3; C02 = 2, 3 10−6; C30 = 3, 85 10−5
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Figure A.19 : Mode`le de Haines-Wilson, (◦) essais de Kawabata et al., (—) mode`le de Haines-
Wilson C10 = 0, 176 MPa; C01 = 2, 34 10
−2; C11 = −1, 17 10−3; C20 =
−4, 64 10−3; C02 = 1, 59 10−5; C30 = 2, 47 10−4
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A. 4.2 Approche en de´rive´es ∂W/∂I1 et ∂W/∂I2
La forme ge´ne´rale de Mooney-Rivlin (A.82) en se´rie polynomiale en (Ii−3) est difficile a` iden-
tifier. De plus, cette forme mathe´matique ge´ne´rale peut conduire a` des aberrations lorsque l’on
sort, meˆme le´ge`rement, du domaine dans lequel elle a e´te´ identifie´e. Certains auteurs pre´fe`rent
partir des courbes expe´rimentales pour en extraire directement l’allure des fonctions ∂W∂I1 et
∂W
∂I2
.
C’est le cas de Rivlin et Saunders [RIV 51], Hart-Smith [HS 66], Valanis et Landel [VAL 67],
Kawabata et al. [KAW 81], Yeoh [YEO 90, YEO 97] et Diani [DIA 99].
Notons, en effet, que les deux fonctions peuvent se de´duire de donne´es expe´rimentales en
traction biaxiale par les relations suivantes :
∂W
∂I1
=
1
2(λ21 − λ22)
[
λ31pi1
λ21 − λ−21 λ−22
− λ
3
2pi2
λ22 − λ−21 λ−22
]
∂W
∂I2
=
1
2(λ22 − λ21)
[
λ1pi1
λ21 − λ−21 λ−22
− λ2pi2
λ22 − λ−21 λ−22
] (A.85)
A. 4.2.1 Le mode`le de Rivlin et Saunders (1951)
Rivlin et Saunders [RIV 51] effectuent des essais de traction biaxiale en imposant des modes
de de´formation dans lesquels I1 ou I2 est fixe´. Apre`s avoir exploite´ ces essais, ils arrivent a`
la conclusion que ∂W∂I1 est inde´pendant de I1 et I2 et que
∂W
∂I2
ne de´pend pas de I1. De plus,
le rapport ∂W∂I2 /
∂W
∂I1
de´croˆıt lorsque I2 augmente. Il propose alors pour W la forme ge´ne´rale
suivante :
W = C(I1 − 3) + f(I2 − 3) (A.86)
A. 4.2.2 Le mode`le de Gent et Thomas(1958)
Gent et Thomas [GEN 58] proposent la forme empirique (A.87) pre´sentant l’avantage de
ne contenir que deux constantes mate´rielles et ve´rifiant la forme ge´ne´rale de Rivlin et Saun-
ders (A.86) :
W = C1(I1 − 3) + C2 ln
(
I2
3
)
(A.87)
Ce mode`le ne s’ave`re cependant pas plus performant que le mode`le de Mooney pour reproduire
les essais de Treloar ou de Kawabata et al. (voir figures A.20 et A.21).
A. 4.2.3 Le mode`le de Hart-Smith (1966)
Hart-Smith [HS 66] constate, comme Rivlin et Saunders que ∂W∂I1 est constant pour des valeurs
de I1 infe´rieures a` 12, mais que ce terme augmente ensuite de manie`re significative pour des
valeurs de I1 supe´rieures a` 12. Hart-Smith explique ce phe´nome`ne par le fait que les chaˆınes de
mole´cules polyme´riques ont une limite d’extensibilite´, ce qui entraˆıne un raidissement important
du mate´riau lorsque la longueur des chaˆınes approche cette limite. Il propose alors le mode`le
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Figure A.20 : Mode`le de Gent et Thomas, (◦) essais de Treloar, (—) mode`le de Gent et Thomas
C1 = 0, 176 MPa; C2 = 5, 65 10
−2 MPa
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Figure A.21 : Mode`le de Gent et Thomas, (◦) essais de Kawabata et al., (—) mode`le de Gent
et Thomas C1 = 0, 153 MPa; C2 = 0, 147 MPa
empirique ou` la fonction exponentielle mode´lise le raidissement du mate´riau :
∂W
∂I1
= G exp k1(I1 − 3)2 et ∂W
∂I2
= Gk2/I2 (A.88)
Cette forme s’ave`re bien adapte´e pour reproduire les expe´riences de Treloar (voir figure A.22).
Il reproduit cependant les donne´es expe´rimentales de Kawabata et al. avec une moins bonne
pre´cision que le mode`le de Davet (A.84) comme l’illustre la figure A.23.
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Figure A.22 : Mode`le de Hart-Smith, (◦) essais de Treloar, (—) mode`le de Hart-Smith G =
0, 175 MPa; k1 = 2, 86 10
−4; k2 = 0, 311
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Figure A.23 : Mode`le de Hart-Smith, (◦) essais de Kawabata et al., (—) mode`le de Hart-Smith
G = 0, 145 MPa; k1 = 8, 42 10
−4; k2 = 1, 13 10−4
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A. 4.2.4 Le mode`le de Valanis et Landel (1967)
Valanis et Landel [VAL 67] sugge`rent que si une forme analytique de W n’a pas encore
e´te´ trouve´e en terme d’invariants, c’est peut-eˆtre que son expression est trop complexe et qu’il
est difficile de faire varier inde´pendamment I1 et I2 expe´rimentalement. Ils proposent alors de
chercher une forme en termes d’extensions principales λi. Ils font e´galement l’hypothe`se (qui
portera leurs noms) de se´parabilite´ en λi et que W peut s’e´crire a` l’aide d’une seule fonction w
qui ne de´pend que d’une variable :
W = w(λ1) + w(λ2) + w(λ3) (A.89)
Il propose aussi la forme de w suivante :
dw
dλ
= 2µ ln(λ) (A.90)
Ce mode`le simple a` un seul coefficient ne permet cependant pas de reproduire tous les modes de
de´formation (voir figures A.24 et A.25). De plus, il est limite´, comme on pouvait s’y attendre
de part sa simplicite´, aux petites de´formations.
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Figure A.24 : Mode`le de Valanis et Landel, (◦) essais de Treloar, (—) mode`le de Valanis et
Landel µ = 0, 449 MPa
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Figure A.25 : Mode`le de Valanis et Landel, (◦) essais de Kawabata et al., (—) mode`le de Valanis
et Landel µ = 0, 418 MPa
A. 4.2.5 Le mode`le d’Ogden (1972)
En 1972, Ogden [OGD 72] introduit l’ide´e que W peut s’exprimer en termes de de´formations
ge´ne´ralise´es [HIL 78] et introduit une forme mathe´matique en se´rie de puissances re´elles :
W =
N∑
n=1
µn
αn
(λαn1 + λ
αn
2 + λ
αn
3 − 3) (A.91)
Il propose alors un mode`le a` 6 constantes pour reproduire les essais de Treloar (voir fig-
ure A.26) avec une tre`s bonne pre´cision en traction uniaxiale, en cisaillement pur et en extension
e´quibiaxiale. Seule la courbe de traction biaxiale de Treloar pre´sente une petite de´viation pour
le jeu de parame`tres fourni. Il est e´galement tre`s bien adapte´ pour reproduire les donne´es de
Kawabata et al. avec une pre´cision infe´rieure a` 0,05 MPa sur l’ensemble des courbes (voir fig-
ure A.27). Il est a` noter que cette forme mathe´matique est suffisamment riche pour permettre
d’approcher n’importe quelle fonction W avec peu de termes.
Cependant, toutes les valeurs possibles de µn et αn ne sont pas possibles. Ainsi, pour que W
puisse assurer une re´ponse physique raisonnable, il convient de ve´rifier qu’elle est de´finie positive
pour toutes de´formations non nulles. Ogden montre qu’il est suffisant de conside´rer :
µiαi > 0 ∀ i = 1, n (A.92)
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Figure A.26 : Mode`le de Ogden (coefficients propose´s par Ogden [OGD 72]), (◦) essais de
Treloar, (—) mode`le de Ogden α1 = 1, 3; µ1 = 0, 63 MPa; α2 = 5; µ2 =
1.2 10−3 MPa; α3 = −2; µ3 = −1 10−2 MPa
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Figure A.27 : Mode`le de Ogden, (◦) essais de Kawabata et al., (—) mode`le de Ogden α1 =
1, 37; µ1 = 0, 54 MPa; α2 = 3, 91; µ2 = 5, 19 10
−3 MPa; α3 = −1, 56; µ3 =
−2, 15 10−2 MPa
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A. 4.2.6 Le mode`le de Gent (1996)
Gent reprend l’ide´e que l’e´longation des chaˆınes de mole´cules n’est pas infinie et fait l’hypothe`se
que I1 admet une valeur maximale Im. Il propose alors un mode`le empirique a` deux con-
stantes ayant un sens physique. Il compare ainsi son mode`le au mode`le physique d’Arruda
et Boyce [ARR 93] en justifiant son approche par le fait que le re´seau de chaˆınes re´el ne suit
pas exactement la forme obtenue statistiquement et que son mode`le en est une approximation
possible :
W = −E
6
(Im − 3) ln
[
1− I1 − 3
Im − 3
]
(A.93)
Ce mode`le s’ave`re acceptable pour mode´liser les essais de Treloar avec des valeurs de coeffi-
cients ayant un sens physique macroscopique (voir figure A.28). Il ne permet cependant pas de
reproduire la traction biaxiale en dehors des de´formations mode´re´es (voir figure A.29).
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Figure A.28 : Mode`le de Gent, (◦) essais de Treloar, (—) mode`le de Gent E = 0, 978 MPa;
Im = 96, 4
A. 4.2.7 Le mode`le de Yeoh et Fleming (1997)
Yeoh [YEO 90] effectue des essais de traction, de cisaillement simple, de compression et
d’extension e´quibiaxiale et en de´duit, comme ses pre´de´cesseurs, que le terme ∂W∂I1 est grand
devant ∂W∂I2 et que
∂W
∂I2
et inde´pendant de I2. Il conside`re
∂W
∂I2
ne´gligeable, et propose alors une
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Figure A.29 : Mode`le de Gent, (◦) essais de Kawabata et al., (—) mode`le de Gent E =
1, 19 MPa; Im = 22, 7
forme de Mooney-Rivlin uniquement fonction de I1 :
W = C10(I1 − 3) + C20(I1 − 3)2 + C30(I1 − 3)3 (A.94)
En 1997, Yeoh et Fleming [YEO 97] constatent qu’en traction la contrainte re´duite φ donne´e par
l’e´quation (A.95) s’approche d’une valeur constante inde´pendante de (I1 − 3) pour des valeurs
de (I1 − 3) supe´rieure a` 5 et, ceci, pour quatre mate´riaux diffe´rents. Il propose alors de corriger
le mode`le de Gent en e´valuant la de´viation par rapport a` cette constante.
φ =
[
σ
λ− λ−2
] [
1− I1 − 3
Im − 3
]
(A.95)
Il construit ainsi un mode`le a` trois constantes inde´pendantes :
W =
A
B
(Im − 3) (1− exp (−BR))− C10(Im − 3) ln(1−R)
avec R =
(I1 − 3)
(Im − 3)
(A.96)
Il identifie ensuite ces parame`tres sur des essais de traction et ve´rifie, avec une bonne corre´lation,
qu’il pre´dit correctement des essais de cisaillement simple.
Notons que ce mode`le identifie´ sur les essais de Treloar donne des re´sultats inte´ressants
(figure A.30) mais ne se montre pas meilleur que le mode`le de Hart-smith pour repre´senter les
essais de traction biaxiale alors qu’il contient un parame`tre de plus (figure A.31).
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Figure A.30 : Mode`le de Yeoh et Fleming, (◦) essais de Treloar, (—) mode`le de Yeoh et Fleming
A = 0, 0519 MPa; B = 4, 03; C10 = 1, 127 MPa; Im = 82.8
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Figure A.31 : Mode`le de Yeoh et Fleming, (◦) essais de Kawabata et al., (—) mode`le de Yeoh
et Fleming A = 0, 0251 MPa; B = 31, 1; C10 = 0, 179 MPa; Im = 42.3
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A. 4.3 Les mode`les physiques
Nous pouvons remarquer que depuis une quinzaine d’anne´es le de´veloppement de nouveaux
mode`les phe´nome´nologiques tend a` introduire des conside´rations physiques sur les re´seaux de
chaˆınes [GEN 96, YEO 97] ou a` comparer les performances des uns par rapport aux autres [BOY 96,
SEI 00]. Sans chercher a` confronter les deux approches, nous pre´sentons dans cette section les
diffe´rents travaux concernant la construction de mode`les hypere´lastiques fonde´s sur des con-
side´rations physiques. Ces travaux partent des proprie´te´s physiques ge´ne´rales des polyme`res
et utilisent les me´thodes statistiques (I.3.3) afin de mode´liser le comportement moyen macro-
scopique de ces mate´riaux. Ils aboutissent ne´anmoins a` des mode`les macroscopiques diffe´rents
selon les phe´nome`nes microscopiques conside´re´s comme pre´dominants.
A. 4.3.1 Le mode`le ne´o-hooke´en (1943)
C’est le mode`le hypere´lastique le plus simple. Il correspond au mode`le de Mooney-Rivlin a`
un seul terme, mais sa justification est plus mole´culaire que phe´nome´nologique. Le mate´riau est
constitue´ d’un re´seau de longues chaˆınes flexibles oriente´es ale´atoirement et jointes chimique-
ment en certains points de jonction [TRE 75]. La me´canique statistique [MAY 40] e´value alors
l’entropie d’une chaˆıne par la relation :
s = k lnΩ (A.97)
ou` k est la constante de Boltzmann et Ω le nombre d’e´tats quantiques de la chaˆıne, de´pendant
de sa conformation, c’est-a`-dire la densite´ de probabilite´ pour que l’autre extre´mite´ de la chaˆıne
soit dans un voisinage dx dy dz de son origine. L’entropie devient alors :
s = k ln [p(x, y, z) dx dy dz] (A.98)
En conside´rant que la loi de comportement de´rive de la variation d’entropie entre l’e´tat non-
de´forme´ et l’e´tat de´forme´, Treloar [TRE 43] conside`re alors une re´partition p Gaussienne (voir
section I.3.3) qui conduit a` la relation :
W =
1
2
nkT (λ21 + λ
2
2 + λ
2
3 − 3) (A.99)
qui peut encore s’e´crire :
W =
1
2
nkT (I1 − 3) (A.100)
ou` n est le nombre de chaˆınes par unite´ de volume et T la tempe´rature absolue.
Treloar [TRE 44] e´value alors la valeur du produit 12nkT a` 0, 2 MPa. Ce mode`le a` une
seule constante mate´rielle reproduit assez bien, e´tant donne´ sa simplicite´, l’ensemble des essais
de Treloar et de Kawabata et al.. Il n’est cependant utilisable que pour des de´formations
infe´rieures a` 50%, comme l’illustrent les courbes A.32 et A.33. Il est, en particulier en traction,
incapable de reproduire le raidissement final de la courbe de traction uniaxiale, tout comme
le mode`le de Mooney-Rivlin. Nous mettons, de plus, en e´vidence l’importance du terme C2
du mode`le de Mooney-Rivlin dans la mode´lisation du mate´riau, particulie`rement visible sur la
traction biaxiale.
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Figure A.32 : Mode`le ne´o-hooke´en de Treloar, (◦) essais de Treloar, (—) mode`le ne´o-hooke´en
1
2nkT = 0, 2 MPa;
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Figure A.33 : Mode`le ne´o-hooke´en de Treloar, (◦) essais de Kawabata et al., (—) mode`le ne´o-
hooke´en 12nkT = 0, 2 MPa
A. 4.3.2 L’e´lasticite´ d’une chaˆıne (1942)
En 1942, Kuhn & Gru¨n [KUH 42] utilisent la the´orie statistique non-Gaussienne (voir sec-
tion I.3.3) pour prendre en compte la limite d’extensibilite´ des chaˆınes susceptible d’expliquer
l’accroissement de raideur finale des courbes expe´rimentales. La limite d’extension d’une chaˆıne
constitue´e de N segments est alors donne´e par λmax =
√
N . Le re´sultat de leurs travaux est
l’expression de l’e´nergie de de´formation d’une chaˆıne qui s’e´crit :
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w = nkT
[
λ√
N
β + ln
β
sinhβ
]
(A.101)
ou` β = L−1
(
λ√
N
)
et ou` L−1 est l’inverse de la fonction de Langevin de´finie par L(x) = coth(x)−
1
x . La relation force-extension d’une seule chaˆıne et alors obtenue par de´rivation :
f = λ
∂W
∂λ
=
kTλ√
N
L−1
(
λ√
N
)
(A.102)
A. 4.3.3 Le mode`le 3-chaˆınes (1943)
James et Guth [JAM 43] s’appuient sur les travaux de Kuhn & Gru¨n [KUH 42] pour e´laborer
un mode`le non-Gaussien. Ils supposent que les chaˆınes se de´forment de manie`re affine avec le
milieu et que le tenseur F , gradient de la transformation macroscopique, peut eˆtre utilise´ pour
de´finir la de´formation des chaˆınes. Ils font l’hypothe`se supple´mentaire que la de´formation du
re´seau de chaˆınes oriente´es ale´atoirement peut se ramener a` un re´seau de chaˆınes re´parties suivant
les trois axes du repe`re de de´formations principales. Si n est la densite´ de chaˆınes, chaque axe
du repe`re se voit attribuer une densite´ n/3 de chaˆınes. Le mode`le construit ainsi est illustre´ par
la figure A.34.
 
Figure A.34 : Mode`le 3-chaˆınes
Les contraintes sont alors calcule´es par sommation des efforts des n/3 chaˆınes de chaque
direction selon l’e´quation :
σi =
nkTλ
3
√
N
λi L−1
(
λi√
N
)
− p (A.103)
Ce mode`le permet de reproduire les essais de Treloar, en traction et en cisaillement, avec une
bonne corre´lation. Il permet, en particulier de reproduire la courbe de traction sur l’ensemble du
domaine de de´formation avec prise en compte du raidissement pour des extensions supe´rieures a`
500%. Il sous-estime tre`s le´ge`rement les contraintes pour des valeurs de λ infe´rieures a` 200% en
pre´sentant une courbure plus faible que celle des essais. On note e´galement une sous-estimation
beaucoup plus marque´e (38%) sur les expe´riences de traction e´quibiaxiale et biaxiale que l’on
retrouve sur les essais de Kawabata et al., particulie`rement visible sur la figure A.36. Le mode`le
3-chaˆınes n’est pas mieux adapte´ que le mode`le ne´o-hooke´en pour reproduire le comportement
biaxial.
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Figure A.35 : Mode`le 3-chaˆınes, (◦) essais de Treloar, (—) mode`le 3-chaˆınes 12nkT =
0, 283 MPa ; N = 75.9;
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Figure A.36 : Mode`le 3-chaˆınes, (◦) essais de Kawabata et al., (—) mode`le 3-chaˆınes 12nkT =
0, 356 MPa ; N = 365;
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A. 4.3.4 Le mode`le 4-chaˆınes (1944)
Au moment ou` James et Guth e´laborent le mode`le 3-chaˆınes, Flory [FLO 44] et un peu plus
tard Treloar [TRE 46] de´veloppent un mode`le a` 4-chaˆınes selon le sche´ma de la figure A.37.
Les chaˆınes sont distribue´es suivant les quatre directions liant le centre d’un te´trae`dre re´gulier
et ses quatre sommets. Ce te´trae`dre re´gulier est inscrit dans la sphe`re unite´ qui se transforme
en ellipso¨ıde contenant le te´trae`dre de´forme´. Ce mode`le a l’inconve´nient de ne pas pre´senter
de forme analytique puisque le centre du te´trae`dre doit eˆtre e´value´ pour e´quilibrer le mode`le.
Pour cette raison, ce mode`le est peu utilise´. Il pre´sente cependant un comportement similaire
au mode`le 3-chaˆınes [ARR 93, WU 93]
 
Figure A.37 : Mode`le 4-chaˆınes
A. 4.3.5 Le mode`le d’Ishiara (1951)
Ishiara [ISI 51] reprend la the´orie de distribution non-Gaussienne des chaˆınes en line´arisant
certaines e´quations. Il construit ainsi un mode`le de forme similaire a` la se´rie de Rivlin ou` W
s’e´crit :
W = C10(I1 − 3) + C20(I1 − 3)2 + C01(I2 − 3) (A.104)
Son mode`le est cependant de´veloppe´ en termes d’extensions principales et les parame`tres C20
et C01 sont, en fait, lie´s entre eux. On notera la pre´sence d’un terme fonction de I2 qui n’e´tait
pas pre´sent dans les the´ories pre´ce´dentes des mode`les physiques. Ce mode`le se rapproche des
mode`les phe´nome´nologiques de Biderman et de Mooney-Rivlin. Il permet de mieux reproduire
les comportements en extension biaxiale mais, contrairement au mode`le 3-chaˆınes ou celui de
Biderman, il ne permet pas de prendre en compte le raidissement final de la courbe de traction
ce qui limite son utilisation aux extensions infe´rieures a` 4.
A. 4.3.6 Le mode`le de Wang et Guth (1952)
Wang et Guth [WAN 52] confirment cette approche en proposant une e´tude plus comple`te.
Ils font l’hypothe`se que les forces intra- et inter-mole´culaires sont ne´gligeables. Ils proposent
alors de simplifier les e´quations de la the´orie statistique non-Gaussienne par un de´veloppement
en se´rie. Ils aboutissent finalement a` une repre´sentation de la fonction W de type Money-Rivlin,
ou` les deux coefficients ne sont pas inde´pendants. Leur de´pendance ne permet cependant pas
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Figure A.38 : Mode`le d’Isahara, (◦) essais de Treloar, (—) mode`le d’Isahara (MPa) C10 = 0, 171
; C01 = 0, 00489; C20 = −0, 00024
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Figure A.39 : Mode`le d’Isahara, (◦) essais de Kawabata et al., (—) mode`le d’Isahara (MPa)
C10 = 0, 186 ; C01 = 0, 0104; C20 = −0, 00252
d’expliquer les donne´es expe´rimentales. La de´viation par rapport a` l’expe´rience est impute´e
aux forces intra- et inter-mole´culaires qui ont e´te´ ne´glige´es (hypothe`se). Ils sugge`rent alors de
prendre en compte les forces de van der Waals.
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A. 4.3.7 Le mode`le full-chain (1975)
Treloar [TRE 79] reprend l’expression force-extension d’une chaˆıne (A.102) et conside`re une
distribution uniforme de chaˆınes sur une sphe`re unite´ (figure A.40). Par re´fe´rence aux mode`les
a` 3 et 4 directions de chaˆınes, ce mode`le est appele´ ≪ full chain ≫ . Treloar obtient alors, par
 
Figure A.40 : Mode`le full-chain
inte´gration nume´rique, la re´ponse d’un re´seau homoge`ne sous sollicitations uniaxiales et biaxiales
dont l’expression des contraintes en fonction des extensions macroscopiques λi du milieu s’e´crit :
σi =
1
4pi
CR
√
N
∫ π
0
∫ 2π
0
L−1
(
λ√
N
)
λ4m2i sin θ dθ dφ − p (A.105)
ou` m1 = sin θ cos φ, m2 = sin θ sinφ, m3 = cos θ et λ
−2 =
∑3
i=1
m2i
λi
.
Wu and Van der Giessen reprennent le de´veloppement du mode`le [WU 93]. Il pre´sente
le meˆme avantage que les autres mode`les a` n chaˆınes e´tablis sur les meˆmes bases, a` savoir la
de´pendance a` deux parame`tres physiques CR = nkT et N , et une relativement bonne corre´lation
avec l’expe´rience [WU 93][TRE 79]. Il souffre cependant de la ne´cessite´ d’une inte´gration nume´rique
qui pe´naliserait son implantation dans un code e´le´ments finis. Pour cette raison, ce mode`le est
peu utilise´.
Plus tard, Perrin [PER 00] donne une forme analytique en appliquant l’approximation de
Pade´ a` l’inverse de la fonction de Langevin :
L−1(x) ≈ g(x) = x(3− x
2)
1− x2 (A.106)
Il donne cependant trois expressions diffe´rentes pour les valeurs de σ1, σ2 et σ3 en pre´cisant
l’obligation d’ordonner les valeurs λ1, λ2 et λ3. Ces expressions, outre leur asyme´trie, de´pendent
d’inte´grales elliptiques, ce qui rend leur programmation difficile.
A. 4.3.8 Le re´seau de chaˆınes re´el
La de´viation par rapport a` l’expe´rience des mode`les a` n chaˆınes ide´ales, est commune´ment
impute´e a` l’hypothe`se de re´seau de chaˆınes ide´alise´ ne prenant pas en compte les encheveˆtrements
qui empeˆchent les chaˆınes de s’e´tirer librement et inde´pendamment. Ce re´seau ide´al est alors
appele´ re´seau fantoˆme puisque les chaˆınes bougent comme si elles pouvaient se traverser mutuelle-
ment. Plusieurs auteurs comme Flory [FLO 44], Ermann [ERM 82], Mark [MAR 88] ou Edwards
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[BAL 81] introduisent la notion de contraintes d’entrelacement ou de contraintes de conservation
de la topologie et de´crivent la forme ge´ne´rale de l’e´nergie libre sous la forme suivante :
W = Wph + Wc (A.107)
ou` Wph est la contribution du re´seau fantoˆme (phantom part en anglais) et Wc (cross-linking
part en anglais) est la contribution des contraintes de re´seau (entrelacement, liaisons faibles,...)
A. 4.3.9 Le mode`le slip-link (1981)
Ball et al [BAL 81] de´veloppent en particulier le mode`le slip-link. Selon ce mode`le, un lien
relie deux chaˆınes suivant le sche´ma de la figure A.41. Les chaˆınes sont autorise´es a` glisser
sur une certaine longueur a de part et d’autre de ce lien. La difficulte´ d’un tel mode`le re´side
dans la complexite´ mathe´matique (statistique) permettant d’e´tablir une e´nergie de de´formation
moyenne. Ball et al parviennent a` une expression (A.108) valide et corre´le´e avec l’expe´rience en
a
a
Figure A.41 : Mode`le slip-link
petites de´formations (figure A.42), permettant d’expliquer la chute du module initial (premie`re
courbure de la courbe de traction).
W =
1
2
kTNc
3∑
i=1
λ2i +
1
2
kTNs
3∑
i=1
[(1 + η)λ2i
1 + ηλ2i
+ ln |1 + ηλ2i |
]
(A.108)
On notera que le premier terme de l’e´quation A.108 correspond au mode`le fantoˆme Gaussien
(ne´o-hooke´en) et que le deuxie`me terme est la de´viation par rapport au mode`le fantoˆme. Les
courbes en pointille´s de la figure A.42 permettent de visualiser la contribution de Wc sur le
mode`le complet. On notera que cette contribution est plus importante en traction biaxiale a`
λ2 impose´ a` 2. Ce phe´nome`ne se retrouve sur les essais de Kawabata et al. (voir figure A.43).
Ce phe´nome`ne explique que le produit NskT identifie´ sur les essais de Kawabata soit infe´rieur
a` celui identifie´ sur la traction uniaxiale et e´quibiaxiale de Treloar. La re´ponse du mode`le a`
la traction biaxiale de Kawabata et al. (figure A.43) est proche de celle du mode`le de Gent et
Thomas.
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Figure A.42 : Mode`le slip-link, (◦) essais de Treloar, (—) mode`le slip-link NckT = 0, 3 MPa ;
NskT = 0, 53 MPa; η = 1, 9, (- -) contribution de Wc
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Figure A.43 : Mode`le slip-link, (◦) essais de Kawabata et al., (—) mode`le slip-link NckT =
0, 31 MPa ; NskT = 0, 29 MPa; η = 0, 84,
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A. 4.3.10 Le mode`le de Kilian ou mode`le de van der Waals(1981)
Kilian et al. [KIL 81, KIL 86] s’inspirent de l’ide´e de Wang et Guth qui consiste a` prendre en
compte la contribution des interactions entre chaˆınes par les forces de van der Waals. Le re´seau
ide´al est alors traite´ comme un gaz ou` les interactions sont applique´es entre quasi-particules.
Il aboutit alors a` un mode`le a` trois parame`tres qui sort du cadre de l’hypere´lasticite´ puisque
l’expression des contraintes de´pend de l’e´tat de chargement.
En 1987 [END 87] puis en 1989 [AMB 89] le mode`le est propose´ sous la forme d’un potentiel
W par l’introduction d’un invariant ge´ne´ralise´ I˜ :
W = G
−(λ2m − 3)[ln(1−Θ) + Θ]−23
(
I˜ − 3
2
) 3
2

avec Θ =
√
I˜ − 3
λ2m − 3
et I˜ = βI1 + (1− β)I2
(A.109)
La justification mole´culaire du parame`tre supple´mentaire β, conside´re´ comme un coefficient
d’ajustement, n’est cependant pas fournie. Les transformations apporte´es au mode`le initial de
Kilian confe`rent finalement a` ce mode`le un caracte`re empirique meˆme s’il est fonde´ sur des
conside´rations mole´culaires.
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Figure A.44 : Mode`le van der Waals de Kilian, (◦) essais de Treloar, (—) mode`le van der Waals
G = 0, 406 MPa ; a = 0, 295; λm = 10.8, β = 0, 99,
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Figure A.45 : Mode`le van der Waals de Kilian, (◦) essais de Treloar, (—) mode`le van der Waals
(—) mode`le van der Waals G = 0, 406 MPa ; a = 0, 295; λm = 10.8, β = 0, 99,
Ce mode`le reproduit tre`s bien la traction uniaxiale et le cisaillement pur avec le meˆme
jeu de parame`tres meˆme dans le domaine des tre`s grandes de´formations (600% en traction,
500% en cisaillement pur)(figure A.44). Il permet e´galement de simuler le comportement en
traction e´quibiaxiale jusqu’a` 150% de de´formation (figure A.45). De fac¸on ge´ne´rale les con-
traintes en de´formations biaxiales sont sure´value´es. Il est possible d’approcher globalement
mieux l’ensemble des essais et d’obtenir ainsi un mode`le aussi bon que celui de Biderman ou de
Haynes-Wilson. Ce type de compromis se fait, bien entendu, en perdant la pre´cision du mode`le
en traction uniaxiale et en glissement pur.
A. 4.3.11 Le mode`le de Flory et Erman (1982) ou mode`le de jonctions contraintes
Flory et al. [FLO 44, FLO 82, ERM 82, FLO 94] de´veloppent un mode`le de la forme (A.107)
ou` les points de jonctions entre chaˆınes sont contraints de se de´placer dans un voisinage restreint
du fait de la pre´sence des autres chaˆınes (≪ Constrained Junction Model ≫ , voir figure A.46).
La partie fantoˆme de ce mode`le est alors constitue´e du mode`le ne´o-hooke´en tandis que la partie
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Figure A.46 : Mode`le de jonctions contraintes - (◦) jonction courante ;(×) jonctions voisines
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≪ contraintes de re´seau ≫ Wc prend la forme suivante :
Wc =
1
2
kTµ
3∑
i=1
[
Bi + Di − ln(Bi + 1)− ln(Di + 1)
]
avec Bi = κ
2(λ2i − 1)(λ2i + κ)−2
et Di = λ
2
iκ
−1Bi
(A.110)
Ce terme supple´mentaire ame´liore le mode`le ne´o-hooke´en dans les de´formations moyennes en
ajoutant une courbure plus prononce´e en de´but de chargement. Les courbes en pointille´s de la
figure A.47 permettent de visualiser la contribution due a` Wc sur le mode`le complet.
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Figure A.47 : Mode`le de Flory-Erman, (◦) essais de Treloar, (—) mode`le de Flory-Erman C10 =
0, 16 MPa ; 12kTµ = 0, 7 MPa; κ = 1, 55, (- -) contribution de Wc
Nous pouvons remarquer que ce mode`le est proche de celui d’Edwards (slink-link) en terme
de re´ponse aux diffe´rents types d’essais (voir figures A.47 et A.48). Les corrections apporte´es
au mode`le Gaussien sont similaires bien que le mode`le microscopique associe´ soit diffe´rent.
L’apport significatif de la partie non-fantoˆme pour la traction, le cisaillement pur et la traction
e´quibiaxiale en de´formation mode´re´e est malheureusement contrebalance´ par une correction trop
forte en traction biaxiale (voir figure A.47). De plus, l’utilisation du mode`le Gaussien pour la
partie fantoˆme du comportement limite l’utilisation du mode`le aux de´formations infe´rieures a`
300% en traction.
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Figure A.48 : Mode`le de Flory-Erman, (◦) essais de Kawabata et al., (—) mode`le de Flory-
Erman C10 = 0, 166 MPa ;
1
2kTµ = 0, 5 MPa ; κ = 1, 7
A. 4.3.12 Le mode`le 8-chaˆınes (1993)
En 1993, Arruda et Boyce [ARR 93] reprennent les travaux de James et Guth ainsi que ceux
de Flory et Treloar sur les mode`les 3-chaˆınes et 4-chaˆınes pour proposer un mode`le similaire mais
a` 8 chaˆınes. Le principe est le meˆme que pour les pre´ce´dents : le re´seau de chaˆınes est distribue´
suivant les quatre directions privile´gie´es correspondant aux sommets d’un cube inscrit dans la
sphe`re unite´ comme le montre la figure A.49. On notera que le cube est un autre polye`dre
re´gulier, ce qui permet de re´partir simplement la matie`re en fournissant un mode`le isotrope. Un
 
Figure A.49 : Mode`le 8-chaˆınes
avantage de ce mode`le est sa simplicite´. En effet, on remarque que lorsque la sphe`re unite´ se
de´forme, toutes les chaˆınes s’e´tendent de manie`re identique, et que la valeur de cette extension
λch est donne´e par la relation par :
λ2ch =
λ21 + λ
2
2 + λ
2
3
3
=
I1
3
(A.111)
Les contraintes sont alors donne´es par :
σi =
nkT
√
N
3
λ2i
λch
L−1
(
λch√
N
)
(A.112)
ou` L−1 est la fonction inverse de la fonction de Langevin (voir paragraphe A. 4.3.2), n est la
densite´ de chaˆınes du re´seau et N le nombre moyen de segments par chaˆıne. On note parfois
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Cr = nkT . L’e´nergie de de´formation W correspondante s’e´crit alors :
W8ch = nkT
[
βchλch +
√
N ln
(
βch
sinh(βch)
)]
avec βch = L−1
(
λch√
N
) (A.113)
Ce mode`le permet de mieux approcher la traction e´quibiaxiale que les mode`les 3 ou 4 chaˆınes
(voir figure A.50). Le comportement en traction biaxiale n’est cependant pas mieux reproduit
(figure A.51)
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Figure A.50 : Mode`le d’Arruda-Boyce, (◦) essais de Treloar, (—) mode`le de Arruda-Boyce Cr =
0, 28 MPa ; N = 25, 4;
Pour ame´liorer ce mode`le, Boyce et Arruda [BOY 00] sugge`rent d’ajouter un terme suscepti-
ble de prendre en compte la de´viation du mode`le par rapport a` la the´orie de re´seau fantoˆme. Ces
auteurs proposent par la meˆme occasion d’ame´liorer le mode`le de Flory et Erman en remplac¸ant
la partie fantoˆme de ce dernier (mode`le Gaussien) par le mode`le non-Gaussien a` 8 chaˆınes. Le
mode`le qui en re´sulte est pre´sente´ sur la figure A.52. Le terme duˆ aux contraintes de jonctions
du mode`le de Flory-Erman corrige bien le mode`le d’Arruda-Boyce pour le comportement en
cisaillement pur et en extension e´quibiaxiale. Il pre´sente, cependant, le de´faut du mode`le de
Flory-Erman pour la traction biaxiale en apportant une correction trop forte.
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Figure A.51 : Mode`le d’Arruda-Boyce, (◦) essais de Kawabata et al., (—) mode`le de Arruda-
Boyce Cr = 0, 394 MPa ; N = 45, 4;
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Figure A.52 : Mode`le de Boyce-Flory, (◦) essais de Kawabata et al., (—) mode`le de de Boyce-
Flory Cr = 0, 28 MPa ; N = 25; Gc = 0, 6 ; κ = 2, 6; (- -) contribution de la
partie non-fantoˆme
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A. 4.3.13 Le mode`le tube (1997)
Heinrich et al. partent des travaux d’Edwards et Vilgis [EDW 88] et de Doi [DOI 96] pour
e´tablir un mode`le de de´formation ou` les chaˆınes ne se de´forment plus selon un mode`le de re´seau
fantoˆme. Les chaˆınes sont suppose´es se de´former en restant confine´es dans un tube forme´ par le
re´seau avoisinant (figure A.53). Cette hypothe`se est impute´e au large degre´ d’interpe´ne´tration
des chaˆınes du re´seau. Ce confinement est controˆle´ par un potentiel de restauration de la
+
++
+
+ +
+
+
+
+
Figure A.53 : Visualisation du tube de conformation dans un re´seau de polyme`re re´ticule´
conformation initiale. Ils supposent alors que ce potentiel est diagonal dans le syste`me des axes
principaux du tenseur des de´formations [HEI 97]. La de´viation moyenne di dans les directions
des axes principaux suit alors une loi en puissance fonction des extensions λi :
di = doλ
αβ
i (A.114)
ou` α = 12 et ou` β est introduit pour permettre la de´pendance a` de fortes dissolutions. Il doit
eˆtre identifie´ empiriquement [KAL 99]. Heinrich et al. calculent alors le potentiel e´lastique et
aboutissent a` :
W = Gc I
∗(2) +
2Ge
−β I
∗(−β) (A.115)
ou` I∗(β) est le premier invariant du tenseur de de´formation ge´ne´ralise´ e(β) de´fini par :
eij(β) =
B
β
2
ij − δij
β
(A.116)
avec Bij composante de B, le tenseur des dilatations de Cauchy-Green gauche. Ce mode`le est
a` rapprocher du mode`le phe´nome´nologique d’Ogden a` deux termes (paragraphe A. 4.2.5), en
imposant α1 = 2, α2 = −β, µ1 = Gc et µ2 = −2Geβ . Heinrich et al. fournissent cependant, par
la construction de son mode`le, une signification physique pour les parame`tres mate´riaux Gc et
Ge (voir [HEI 97] pour plus de de´tails) et par voie de conse´quence justifient le mode`le d’Ogden
lorsqu’il est limite´ a` deux termes et que α1 est impose´ e´gal a` 2.
Ce mode`le permet de tre`s bien mode´liser le comportement dans les diffe´rents modes de
de´formation avec le meˆme jeu de coefficients mate´riels (figures A.54 et A.55). La bonne corre´lation
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Figure A.54 : Mode`le Tube , (◦) essais de Treloar, (—) mode`le Tube Gc = 0, 266 MPa; Ge =
0, 111 MPa; β = 0, 375
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Figure A.55 : Mode`le Tube , (◦) essais de Kawabata et al., (—) mode`le de Gc = 0, 266 MPa;
Ge = 0, 111 MPa; β = 0, 375
avec les essais de Kawabata et al. est similaire a` celle du mode`le d’Ogden. On notera cepen-
dant que ce mode`le ne permet pas de prendre en compte le raidissement final de la courbe de
traction, et n’est applicable que dans une plage de de´formation allant de 0 a` 200% environ.
L’identification de ses parame`tres reste, comme pour le mode`le d’Ogden, assez de´licate. Les
parame`tres utilise´s pour les figures A.54 et A.55 ont e´te´ identifie´s sur les essais de Kawabata et
al. par une me´thode d’algorithme ge´ne´tique. Une telle me´thode met en e´vidence l’existence de
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plusieurs solutions possibles. Une seule a e´te´ retenue pour le moment.
A. 4.3.14 Le mode`le tube e´tendu (≪extended tube model≫, 1999)
La limitation du mode`le tube aux de´formations moyennes provient de la construction meˆme
du mode`le qui ne fait intervenir que les contraintes d’entrelacement au de´triment de l’e´lasticite´
des chaˆınes, et en particulier de leur limite d’extensibilite´. Kaliske et Heinrich [KAL 99], con-
scients de ce proble`me, reprennent leurs travaux et remplacent leur approche Gaussienne par une
approche non-Gaussienne. Ils introduisent alors un parame`tre d’inextensibilite´ δ des chaˆınes.
Ils aboutissent alors a` une forme de d’e´nergie libre ou` la partie Wc = Gc I
∗(2) (cross-linking
part) est remplace´e par :
Wc =
Gc
2
[
(1− δ2)(I1 − 3)
1− δ2(I1 − 3) + ln(1− δ
2(I1 − 3))
]
(A.117)
tandis que la partie We (tube constraint term) reste inchange´e :
We =
2Ge
−β I
∗(−β) (A.118)
Les auteurs imposent finalement a` β de ve´rifier : 0 ≤ β ≤ 1. Les figures A.54 et A.55
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Figure A.56 : Mode`le Extended-Tube , (◦) essais de Treloar, (—) mode`le Tube Gc =
0, 202 MPa; Ge = 0, 153 MPa; β = 0, 178; δ = 0, 0856
illustrent la re´ponse de ce mode`le pour des parame`tres proches de ceux donne´s dans [KAL 99].
Annexe A - Etude des mode`les hypere´lastiques 191
λ2
pi
1
0.5 1 1.5 2 2.5 3
0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1
1.1
1.2
1.3
1.4
λ2
pi
2
(M
Pa
)
0.5 1 1.5 2 2.5 3
0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1
1.1
1.2
1.3
1.4
Figure A.57 : Mode`le Extended-Tube , (◦) essais de Kawabata et al., (—) mode`le de Gc =
0, 202 MPa; Ge = 0, 153 MPa; β = 0, 178; δ = 0, 0856
A. 4.3.15 La de´pendance en I2
Si le mode`le tube, dans sa forme premie`re [HEI 97] permet de retrouver la forme du mode`le
phe´nome´nologique d’Ogden a` 2 termes, d’autres auteurs tentent de trouver une justification
physique de la de´pendance en I2 de l’e´nergie de de´formation, qui permettrait de corriger les
mode`les a` 3, 4 ou 8 chaˆınes. Citons par exemple les travaux de Mao [MAO 99] qui introduit un
champ auxiliaire dans la fonction de distribution des chaˆınes et aboutit a` un mode`le polynoˆmial
en extensions principales e´crit ensuite sous une forme en invariants. Il justifie ainsi, par un
mode`le statistique de chaˆınes, la pre´sence de l’invariant I2 dans l’e´criture de W . Cependant, les
expressions obtenues sont formelles et montrent une de´pendance entre les coefficients en I1 et
en I2. Ces expressions contiennent, de plus, des termes faisant intervenir le produit I1 I2. Nous
retrouvons dans ces travaux les re´sultats de´ja` obtenus par Ishiara en 1951 [ISI 51].
Paralle`lement, Meissner et Matejka [MEI 01] construisent un mode`le empirique reprenant le
mode`le a` 3 chaˆınes et en y ajoutant le terme C2 (I2−3) du mode`le de Mooney-Rivlin. Ces travaux
partent des constatations que dans le domaine des de´formations e´leve´es, le comportement des
e´lastome`res est gouverne´ par la limite d’extensibilite´ des chaˆınes, alors que pour des de´formations
faibles et mode´re´es, le mode`le de Mooney-Rivlin donne entie`re satisfaction. La justification
physique de l’introduction du terme I2 est e´galement e´tudie´e par Fried [FRI 02]. Pour cela, il
relaxe la contrainte de de´formation affine du re´seau (le champ local de de´formation est e´gal au
champ macroscopique de de´formation au voisinage du point conside´re´) et autorise des formes
particulie`res de champs de de´formation sur une partition du re´seau de chaˆınes. Il aboutit alors
a` des formes de W semblables a` celle du mode`le de Mooney-Rivlin ou de Rivlin et Saunders.
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A. 5 Conclusion sur les mode`les de comportement
Nous pouvons constater que, contrairement aux me´taux, les travaux re´alise´s depuis plus d’un
demi-sie`cle sur le comportement e´lastique des e´lastome`res ont donne´ naissance a` des mode`les
varie´s pour des domaines de validite´ diffe´rents sans que pour autant un mode`le particulier ait
fait l’unanimite´. Il est meˆme assez frustrant de constater que, parmi les mode`les illustre´s dans
ce chapitre, le mode`le permettant de reproduire les essais dans le domaine de de´formations le
plus large et pour l’ensemble des modes de de´formation est le mode`le le plus phe´nome´nologique
qui soit, c’est-a`-dire le mode`le d’Ogden a` 3 termes [OGD 72].
Ne´anmoins, les travaux re´alise´s sur des bases statistiques de re´seau de chaˆınes permettent
de cerner de mieux en mieux les phe´nome`nes pouvant entrer en jeu au cours de la de´formation
du re´seau mole´culaire. Ainsi, il est admis que la limite d’extensibilite´ des chaˆınes est a` l’origine
du raidissement final des courbes observe´ expe´rimentalement, et que l’hypothe`se de re´seau
fantoˆme non-Gaussien est valide. D’autre part, le mode`le tube d’Heinrich, ou le mode`le slip-link
d’Edwards et Ball mettent en e´vidence la ne´cessite´ de prendre en compte les contraintes de
re´seau dues a` l’encheveˆtrement des chaˆınes pre´dominantes en petites de´formations et dans le
domaine des de´formations mode´re´es. Ainsi, le mode`le tube e´tendu, e´tabli en 1999 a` partir des
conside´rations physiques permet de reproduire le meˆme type de comportement que le mode`le
d’Ogden avec seulement quatre parame`tres au lieu de six.
